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Resumen

En este documento se analizan las relaciones dindmicas entre crecimiento e inflacién en un escenario
interactivo en el que, a partir de un modelo de crecimiento enddégeno se determinan de manera
simultéanea el nivel de inflacion y la tasa de crecimiento del producto. EI modelo muestra que la tasa de
crecimiento del producto es determinada por el promedio ponderado de las tasas de rentabilidad de la
inversion en capital humano y tecnologia. Asi mismo, se muestra que la rentabilidad de la inversion en
capital humano es afectada por la politica fiscal y en especial se demuestra que el otorgamiento de un
subsidio a la acumulacion de capital humano, financiado con impuestos al ingreso, mejora la tasa de
crecimiento de la economia en el largo plazo. De igual manera, se muestra que a partir de las decisiones
de los agentes, quienes demandan dinero para efectuar transacciones, se determina el nivel de inflacién
de la economia. La interaccién dinamica entre crecimiento e inflacién se plantea a través de un juego de
coordinacién en el que existe un Unico equilibrio de Nash en estrategias puras. El analisis muestra que la
estrategia intervencién-intervencion es evolutivamente estable, es decir, para los dos jugadores, gobierno
y banco central, la estrategia que intertemporalmente genera mayores pagos es buscar la mayor tasa de
crecimiento con una politica fiscal expansiva, y politica monetaria contractiva, para reducir la tasa de
inflacion.
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1. Introduccion

La relacién existente entre crecimiento e inflacion ha sido objeto de estudio por parte de
diversas corrientes de pensamiento econdmico. Sin embargo su analisis se ha realizado en un
contexto de corto plazo, tanto del punto de vista te6rico como empirico, y no se ha aprovechado
la estructura de los modelos de crecimiento ni las herramientas de optimizacion dinamica para
mostrar la relacién que existe entre estas dos variables. Los estudios se han enfocado en los
problemas de estabilidad de precios como condicion para el crecimiento, pero no han hecho
énfasis en la manera como el crecimiento econémico afecta la inflacién. En general, se ha
analizado la inflacion como una de las variables que definen la estabilidad macroeconémica, la
cual ha de conducir hacia el crecimiento econémico de corto y mediano plazo.’

La teoria del crecimiento con el fin de analizar la inflacion, incluy6 el dinero en distintos andlisis
tedricos, los cuales se pueden clasificar en dos grupos, segun la forma como introduzcan el
dinero en el esquema formal: primero, por medio de la funcién de utilidad (o su analoga la
funcién de produccién), o segundo a través de la restriccion de los agentes. Por ejemplo,
Sidrausky (1967) introduce el consumo y los saldos reales de dinero en la funcién de utilidad,
por lo tanto la restriccién del consumidor incluye el impuesto inflacionario, y al resolver el
problema de maximizacién de los individuos se obtiene su demanda de dinero. En este modelo
se concluye que en estado estacionario el nivel de consumo y el acervo de capital son
independientes del crecimiento monetario, es decir, el dinero es neutral en estado estacionario.
Por otro lado, en el modelo desarrollado por De Gregorio (1993), las familias enfrentan un
problema de maximizacién, en el cual la funciéon de utilidad no incluye dinero, pero esté
presente en la restriccion presupuestaria y los productores se rigen por una funcién AK que no
incluye dinero, pero éste ultimo se puede encontrar en la funcién objetivo (beneficios).

Aunque la formalizacién del dinero y la inflacién dentro de los modelos de crecimiento es
relevante, son de mayor importancia los aspectos conceptuales detras de la modelacién. En los
primeros acercamientos al problema inflacion-crecimiento prima la competencia perfecta, las
expectativas racionales, el equilibrio general, y el supuesto que existe una relacion lineal entre
estas dos variables.? Por ejemplo, los trabajos de Mundell (1965) y Tobin (1965) predicen que
existe una relacion positiva entre inflacién y tasa de acumulacién del capital, basandose en la
perfecta sustitucién entre dinero y capital, de modo que un aumento en la tasa de inflacion
aumenta el costo de tener dinero, y la cambia distribucion 6ptima de la riqueza de dinero a
capital.

El cambio en la composicién de la riqueza lleva a una mayor acumulacion de capital y a una
baja en la tasa de interés real y asi, el aumento en la tasa de acumulacién del capital conduce a
una mayor tasa de crecimiento. Una de las mayores criticas al efecto Mundell-Tobin es que el
dinero solo es visto como reserva de valor, y sus otras caracteristicas no son tenidas en cuenta.
Por su parte, Sidrauski (1967) propone un modelo con un agente representativo que vive
infinitamente y demanda dinero como fuente de utilidad. En este tipo de modelos el dinero es
neutral, pero en trabajos posteriores, Sidrauski mostrd que la neutralidad es la excepcion y no la
regla, ya que la inflacion puede llegar a reducir el acervo de capital de estado estacionario.

! La estabilidad macroeconémica se define como la situacion en la cual las principales variables macroeconémicas
(tasa de interés real, tipo de cambio real, inflacion, déficit fiscal y balanza de pagos) se encuentran en niveles y tasas
de crecimiento adecuadas.

% La relacion lineal establece que para todo nivel de inflacion el efecto que esta tiene sobre el crecimiento econémico
es negativo, mientras que la relacién no lineal sugiere que para niveles bajos de inflacién el efecto sobre el
crecimiento econémico es nulo, o incluso positivo, pero en niveles altos de inflacién (especialmente en caso de
hiperinflaciones) el efecto es negativo.



Otros trabajos que consideran el dinero y el capital como complementarios son el de Fischer
(1983), quien utiliza el dinero como insumo en el proceso de producciéon y Stockman (1981) en
donde el dinero es utilizado para comprar/adquirir bienes de capital. Por su parte, Turnovsky
(1987) examina el impacto de un aumento permanente de la inflacién dentro de un contexto de
modelo de equilibrio general, incluyendo la optimizacion intertemporal en los agentes privados.

En general, en este tipo de modelos donde la economia no alcanza un estado de crecimiento
permanente, la tasa de crecimiento del dinero no tendra efecto alguno sobre la tasa de
crecimiento del producto de estado estacionario. La unica fuente de crecimiento es el aumento
de la productividad, pero esta es una variable exdgena que escapa a los alcances de cualquier
politica. Fue hasta que los desarrollos tedricos del crecimiento econémico permitieron alcanzar
de manera enddgena un crecimiento permanente, que se pudieron incorporar los efectos de la
inflacion en el crecimiento de largo plazo.

Posteriormente, cuando la teoria del crecimiento mostr6 crecimiento auto sostenido y la relacién
entre inflacién y crecimiento se supuso no lineal, surgen trabajos como los elaborados por
Jones y Manuelli (1993), De Gregorio (1993), quienes utilizaron el esquema del crecimiento
enddégeno para determinar los efectos que tiene la inflacion sobre el nivel y la tasa de
crecimiento del producto per cépita en el largo plazo. Al suponer que la relacion entre inflacion y
crecimiento econémico es de tipo no lineal, tal como lo hacen Roubini y Sala—I-Martin (1992),
Fischer (1993), Gosh y Phillips (1998), Khan y Senhadji (2000) y Khan (2001) se deja abierta la
posibilidad de encontrar un punto de inflexion, en el cual la inflacion deje de ser un beneficio y
pase a ser perjudicial para el crecimiento de la economia.

Adicional a la discusion si la relacién entre inflacion y crecimiento es lineal o no lineal, también
se debate cual es el canal por medio del cual se transmiten los efectos inflacionarios sobre el
nivel y la tasa de crecimiento del PIB per cépita. En la literatura se ha identificado el canal
acumulacion o inversion el cual dice que la incertidumbre asociada a una alta y volatil inflacion
influye directamente sobre la tasa de retorno del capital y la inversion. De esta manera, la
inflacion hace estragos sobre la confianza de los inversionistas, de modo que se perjudica la
inversion en diversas formas de capital, decisivos en el crecimiento econdémico.

Por su parte, el canal eficiencia indica que la inflacién empeora el comportamiento de los
mercados en el largo plazo al disminuir la productividad total de los factores. Altos niveles de
inflacién llevan a cambios en los precios que pueden ser costosos para los productores, y
reduce el nivel 6ptimo de tenencia de efectivo de los consumidores. La distorsién de la
informacion que trasmiten los precios, induce a los agentes econémicos a dedicar mas tiempo y
recursos en obtener informacion y protegerse del dafo provocado por la inestabilidad de
precios, haciendo que la asignacion eficiente de recursos se vea amenazada.

Por ultimo, el canal mercado financiero predice que los efectos de la inflaciébn sobre el
crecimiento econémico no son directos, sino que la inflacién perjudica el desarrollo del mercado
financiero y éste a su vez hace que se reduzca la tasa de crecimiento del producto. Dentro de
este mecanismo se pueden nombrar diversos autores que hacen distintos y significativos
aportes. McKinnon (1973) y Shaw (1973) defienden la busqueda de un nivel estable de precios
por parte de los paises en desarrollo con el fin de inducir a intermediaciones financieras, en
particular el desarrollo de contratos de largo plazo, y a partir de este punto alcanzar crecimiento
econdémico. Roubini y Sala-lI-Martin (1992) y Khan (2001) plantean trabajos donde la inflacion
limita el desarrollo de los mercados financieros y accionarios, pero dado que el impuesto
inflacionario es una fuente de recursos gubernamentales, la autoridad monetaria no tiene
incentivos para reducir la tasa de inflacion.



Es claro que en los trabajos mencionados hasta el momento, se ha analizado la inflacién como
una condicion cuando se tiene por objetivo el crecimiento econdmico, haciendo énfasis en los
posibles efectos de la inflacién sobre el nivel y la tasa de crecimiento del PIB per cépita. Sin
embargo, el efecto que pueda tener el crecimiento sobre la inflacion no se ha analizado
suficientemente, haciendo que el anterior tipo de analisis sea de alguna manera incompleto. En
este contexto, a nivel teérico se hace necesario un analisis de largo plazo que a la vez evalle
no solo los efectos de la inflacién en el crecimiento, sino también dicha relacién en sentido
contrario.

Buscando complementar la literatura anterior, en el presente trabajo se analiza el tema de la
relacion entre crecimiento econémico e inflacién desde el punto de vista teérico, haciendo
especial énfasis en el largo plazo. Para esto se presenta un modelo de crecimiento enddégeno
con tres sectores que producen bienes finales o de consumo, capital humano y tecnologia,
similar al desarrollado por Benavides y Gelves (2004). La inclusién de dinero en el analisis de
productores y consumidores, y el hecho que éste reduce los costos de transaccion del
intercambio, conduce a que la demanda monetaria de cada uno de los agentes sea siempre
positiva. De la solucion del problema de maximizacion de consumidores y productores, se
obtiene la demanda de dinero agregada, la cual es uno de los factores importantes en la
determinacion de la inflacion.

En la seccion 2 del documento se expone la formalizacion del modelo, analizando el problema
de los productores y de los consumidores. A partir del modelo, en la seccion 3 se presenta la
relacion dindmica entre crecimiento econdmico e inflacién haciendo uso de la ecuacién
cuantitativa del dinero, para mostrar que la inflacion depende del crecimiento econémico, y no
solo el crecimiento de la inflacién, como generalmente se ha planteado hasta el momento. Se
presenta un juego repetido entre los agentes Banco Central Independiente y Gobierno, los
cuales tienen por objetivo mantener la estabilidad de precios y el crecimiento econémico
respectivamente. El juego tiene un Equilibrio de Nash en estrategias puras que analizado
evolutivamente muestra que la estrategia intervenir-intervenir es evolutivamente estable lo cual
implica que las autoridades fiscal y monetaria deben coordinar sus politicas con el fin de lograr
un mayor beneficio para la economia. La cuarta parte corresponde a las conclusiones donde se
muestran los principales resultados del modelo y del juego.

2. Aspectos Formales

Se considera un modelo de crecimiento endégeno con horizonte infinito de tiempo, en el cual
interactian dos tipos de agentes: firmas competitivas y consumidores. El supuesto de horizonte
infinito de tiempo es razonable en la medida en que las generaciones estan unidas por el
altruismo, considerando asi que los agentes del modelo son dinastias o familias. Las dos clases
de agentes se enfrentan a un problema especifico de maximizacién intertemporal, en donde
tienen en cuenta las tenencias de dinero y su respectivo costo de oportunidad. Para los
consumidores el dinero tiene valor intrinseco y lo incluyen en la funcién de utilidad, por su parte
los productores lo utilizan como medio de pago para adquirir nuevos insumos, es decir, no lo
incluyen en la funcién de produccion, pero hace parte de la maximizacion dentro de la funcion
objetivo Al resolver el problema de maximizacién, se encuentra la demanda de dinero de cada
uno de los agentes, y la inflacion a la que se enfrenta cada uno de los productores.



En sintesis, en el modelo el capital humano se produce con un unico factor de produccién que
es capital humano, el cual se destina a reproducir capital humano o a producir bienes de
tecnologia. La tecnologia se utiliza en la produccién de bienes finales, los cuales se pueden
consumir o invertir en la produccién de mas bienes finales.

Supuestos
1. Economia cerrada con tres sectores productivos: bienes finales, capital humano

(conocimiento rival) y tecnologia (conocimiento no rival).

2. El conocimiento tecnoldgico es un factor de produccion con caracteristicas de bien publico no
puro, es decir, no rival y sujeto a exclusion.

3. Existen dos tipos de trabajo. El llamado no calificado que solamente se usa en la produccién
de bienes finales, y el calificado que se destina a producir capital humano y tecnologia.

4. La funcién de produccion de tecnologia presenta rendimientos constantes a escala, y
solamente utiliza capital humano (trabajo calificado) como factor de produccién en forma lineal.
5. El dinero cumple las funciones de medio de cambio, reserva de valor y unidad de cuenta.

6. La posesion de dinero reduce los costos de las transacciones pero implica rendimientos
decrecientes.

7. Se cumple la Restriccion Clower. Una sencilla definicion de esta restriccién es que dinero
compra bienes y bienes compran dinero, pero bienes no compran bienes.

2.1 Productores

2.1.1 Sector de Bienes Finales

El producto final Y es funcién del trabajo no calificado y la tecnologia. La tecnologia es
considerada como un conjunto de bienes intermedios X, disponibles al momento 7, de modo

que A varia cuando se crea un nuevo bien intermedio. Teniendo en cuenta que i representa el
conjunto de bienes intermedios, y que se utiliza una cantidad fija de trabajo no calificado L, la

funcién de produccién de bienes finales se representa como

A -4
v=rff (x) a (1)

Donde i es una variable continua. Los bienes intermedios entran en la funciéon de produccién
como una funcion aditivamente separable, donde existe una Unica firma i por cada bien
intermedio i. Tomando A constante, pero permitiendo mejoras en la calidad de cada bien
intermedio y considerando que las distintas clases de bienes intermedios son sustitutos
perfectos entre si, los nuevos bienes intermedios desplazan a los antiguos en un proceso
llamado Creative Destruction, como el descrito por Aghion y Howitt (1992).

~

Para modelar este proceso, sea X, el nivel de calidad ajustado del i-ésimo bien intermedio. Se

normaliza para que en el momento de ser inventado, cada bien tenga una calidad igual a uno, y
aumente a través del tiempo de la forma ¢,¢°,q’.....,q", donde k es la calidad mas alta

~

posible. De tal manera, X; se define como

1

X, :_L:Oq X dk (2)



Teniendo en cuenta el ajuste de calidad, la ecuacién (1) puede modificarse y reescribirse de la
siguiente manera
A 1=
v,=rf[ (%) di (3)

Al reemplazar (2) en (3) se obtiene que la funcién de producciéon de bienes finales se puede
expresar como

Y =1/ [ [ : [ (g"x)) dk}l_ﬁdi 4)

Suponiendo A fijo, la ecuacion (4) se convierte en
K -5
Y, = LgA(q Xk) ()

Y al convertir (5) en términos per cépita, la funcién de produccion de bienes finales se expresa
de la forma

y, = AgU Pl x1P (6)

Donde x=X/L. A partir de la ecuacién (5), se puede obtener la funcién inversa de la
demanda del bien intermedio x

Y Bk < -
ﬁ:ﬂ-ﬁ)Lﬁq(l Pexl=p, (7)

Dado que los bienes intermedios estan parcialmente sujetos a exclusién a través del sistema de

patentes, los productores estdn en capacidad de imponer precios de monopolio, que para el
£ 3

caso seria

K

1
=— 8
pX 1‘ﬁ ( )
Donde 1/(1-p)>1 V Be(0,1). De tal manera, la funcién de demanda puede escribirse en

términos per capita como
x, = (1- 0 A g ©)

Diferenciando la ecuacion (5) respecto a L se obtiene el producto marginal del trabajo no
calificado en el sector de bienes finales, lo cual en equilibrio es igual al salario

aY ﬁ yi) 'Y -8
TP PAGX ) = = 10
L1 (" X)) " =a=py (10)

En la ecuacion (10) se puede ver que existe un efecto de escala. La productividad del trabajo es
mayor a medida que la economia es mas grande. Estos rendimientos crecientes en la
produccion de bienes finales se originan por el avance de la tecnologia, es decir, la aparicién de
nuevos bienes intermedios no rivales, pero sujetos a exclusion.

% En el caso de una funcién de demanda de elasticidad constante, el precio se mantiene en proporcion constante al
costo marginal, cuya magnitud depende de la elasticidad de la demanda. Ver Varian (1992) Pag 278.



Especificamente, cada nuevo bien intermedio permite aumentar el nivel de producto sin
necesidad de aumentar los costos en igual proporcion, es decir, costos medios decrecientes
para los productores de bienes finales. Este hecho garantiza el crecimiento sostenido en el
largo plazo, pero impide la competencia perfecta (Benavides, 2001).

De otro lado, las firmas requieren dinero para adquirir nuevos recursos, bienes intermedios o
equipos, siendo i[1+s(m/i)] el costo de invertir i unidades, donde m denota los saldos
monetarios reales per capita, y s es decreciente y convexa, es decir, s'<0, s”>0. Por lo tanto,
la posesion de dinero reduce los costos de las transacciones pero implica rendimientos
decrecientes. Cada productor maximiza el valor presente neto, menos el costo de oportunidad
de las tenencias de saldos monetarios representado por (r, + 7, )Jm, donde 7,y ry son la tasa

de inflacién y la tasa de rentabilidad en el sector de bienes finales respectivamente. De esta
manera, el problema de maximizacion al cual se enfrenta la firma productora de bienes finales
es el siguiente:

Max f {Aq(l'ﬂ)"xl'ﬂ - i[l + s(m/i)]— m(ry +, )— m} e
(11)

(1-p ) P

sa x=Aq -c

La restriccion de la ecuacion (11) indica que la variacién de los insumos de produccion sera
igual a la inversién que realice la firma. El hamiltoniano asociado al problema de maximizacién
se plantea de la siguiente manera:

Fy = {Aq(l'ﬁ)"xl’ﬁ —i[1+ s(m/i)]—m(ry +7ry)—n'1} e+, (Aq(l'ﬁ)”xl’ﬁ —c) (12)

Al resolver el hamiltoniano se obtiene la demanda de dinero hecha por las firmas productoras
de bienes finales - s'(m/i) =1, + 7, , que expresado de otra manera puede escribirse como (Ver
Apéndice Matematico)

m! =T(r, +7,) i (13)

y

Donde I'=-1/s">0, dado que s <0, por tanto la demanda de dinero de los productores de
bienes finales es positiva. De tal manera, la inflacion asociada a este sector se representa como

T, = —ls'(m/i)+ rYJ

La expresion inmediatamente anterior podria prestarse a confusiones porque muestra una tasa
de inflacion negativa, pero dado que s’ <0, la nueva expresion para la inflacion sectorial es:

m, =s'(mli)-r, (14)

La ecuacion (14) muestra que la inflacion del sector de bienes finales depende de la inversion
hecha por las firmas (i), los saldos monetarios reales per capita (m) y la tasa de rentabilidad
asociada a dicho sector.



2.1.2 Sector de Capital Humano

Se define el capital humano como el conjunto de habilidades y conocimientos que poseen los
trabajadores como resultado del aprendizaje. Dicho aprendizaje puede ser intencional, cuando
el individuo dedica una fraccion de su tiempo a la educacion para aumentar sus capacidades
productivas, o puede también ser accidental cuando el aumento de las habilidades es el
resultado de la ejecucion de las labores cotidianas.

Adicional al planteamiento sugerido por Lucas (1988) y Rebelo (1991), la acumulacion
intencional de capital humano es el resultado del equilibrio entre oferta y demanda. El mercado
de capital humano se encuentra en equilibrio cuando el costo marginal de ofrecer estos
servicios es igual a la valoracion neta de quienes invierten en educacion, es decir, a la
diferencia del flujo de ingreso atribuible a la educacién. La ventaja de este tratamiento es que
no solamente se tiene en cuenta el tiempo dedicado a estudiar, sino también los recursos
utilizados en su produccion, es decir, se consideran los costos directos e indirectos de la
inversiéon en capital humano.

El capital humano H(t) disponible en el momento ¢, que se destina a producir tecnologia y a
reproducir capital humano, se puede expresar de la siguiente manera:

H)=[""n(0) ai (15)

Donde L(t)es la oferta laboral dispuesta a capacitarse (nimero de personas) y h(t)el nivel
promedio de calificacion de los trabajadores. Para un numero fijo de L(t), el crecimiento de

H(t)esté dado unicamente por mejoras en la calificacién promedio de los trabajadores, es
decir, mayor capital humano per capita, a lo cual se le conoce como profundizacion del capital
humano. Por otro lado, si se considera fijo el nivel de calificacién, el aumento de H (¢) se debera

a un incremento de el numero de personas dispuestas a invertir en este sector, es decir, se
daria una ampliacion del capital humano, asi como lo plantean Benavides y Forero (2002).

La funcién de produccién de capital humano depende del mismo capital humano (profesores) y

de capital fisico (infraestructura fisica), pero se considera que es intensiva en capital humano,
por lo tanto, la funcién de produccién se reduce a la expresién

H =BuH - H&,, (16)

Donde B es un parametro de eficiencia, u € [O,l] es la fraccion del capital humano utilizado en la

produccién de capital humano y &,, es la tasa de depreciacion del capital humano®. La ecuacion
(16) puede reescribirse en términos per capita de la siguiente forma (Ver Apéndice Matematico):

fz=Buh—h(5H +n) (17)

* Al considerar la acumulacion de capital humano como fuente de crecimiento autosostenido, Lucas (1988) y Rebelo
(1991) unicamente tienen en cuenta los costos directos de la educacion, lo que se traduce en una tasa de retorno
constante.

° La depreciacion del capital humano puede interpretarse como pérdida de habilidades (muerte, enfermedad o
jubilacion) u obsolescencia generada por el avance de la tecnologia.



Donde h=H/L. Al derivar la ecuacién (16) con respecto a H se obtiene la rentabilidad de la

inversién en capital humano, que en equilibrio es igual al costo directo de invertir en educacion
(valor de la matricula) o salario de los profesores

oH
8—H=Bu-5H=a)2 (18)

La condicién de equilibrio del capital humano implica la igualacion del costo directo de educarse
(salario de los profesores o valor total de la matricula) durante el periodo que se hace la
inversién con el valor presente de la diferencia entre flujos de ingresos laborales atribuibles a la
inversion en capital humano. Este concepto se expresa de la siguiente manera

a)z(g _ v)ef(g-V) - waz (g)e-fy(f-g)dt - Lfa)l (g)eﬂ;(f-g)dt - J’Vg a)l(v)e'F”(g'”)dt (19)

El lado izquierdo de la igualdad representa el costo directo de invertir en educacién, donde v es
el momento en que el individuo esta en capacidad de vincularse al mercado laboral o empieza a
acumular capital humano, y g el momento en que cesa de acumular capital humano. El lado
derecho representa los beneficios netos de educarse donde f es el momento en que termina la
vida laboral y 7 es la tasa promedio de interés entre los momentos v, g y f. Al resolver las
integrales y despejar r se obtiene (Ver Apéndice Matematico)

< _ 1 By (B, -45y) (20)
St

Iy =
" 2B,

Al derivar las dos raices con respecto al producto per cépita, se obtienen los siguientes
resultados

+
Iy

dy

>0
dy

<0 ,

El caso de la raiz con signo positivo significa que la tasa interna de retorno de la inversion en
capital humano se reduce a medida que la economia crece. Por el contrario, cuando se toma la
raiz de signo negativo, la rentabilidad de la inversién en capital humano es creciente a medida
que la economia se expande, es decir que existen economias de escala en la produccién de
capital humano. Este resultado explica la gran diferencia de la inversion en educacion entre
paises desarrollados y en via de desarrollo. En los paises desarrollados con un gran acervo de
capital humano, a medida que se invierte en educacion se obtiene mayor rentabilidad y se
generan incentivos para continuar invirtiendo. Por el contrario, en los paises en via de desarrollo
que tienen stock de capital humano considerablemente inferiores, se presenta el caso que las
personas invierten cada vez menos en educacién debido a que su rentabilidad es cada vez
menor, y por tanto la acumulacién de capital humano tiende a agotarse (Benavides, 2001).

Dado que los individuos invertiran en capital humano hasta el punto en que los beneficios netos
de la inversién sean mayores a los costos, la sugerencia, al igual que Lucas (1988), es otorgar
un subsidio que compense la disminucién de la rentabilidad de dicha inversién. La magnitud del
subsidio sera igual al aumento de la productividad de los trabajadores no calificados.



Por otro lado, de manera analoga al sector de bienes finales, los productores de capital humano
se enfrentan al problema:

Max f{Buh (5, +n)-h[L+ 2(m/R)]-mlr, +7,)-ri} e o

s.a h=Buh-h(5, +n)
De donde se obtiene que el hamiltoniano asociado al problema de maximizacion es el siguiente:
Hu={Buh-h(S, +n)- W[l + z(m/h)]- m(r, + 7, )-m} e + A, [Buh-h(5, +n)]  (22)

Al resolver el hamiltoniano, se obtiene la demanda de dinero por parte de los productores de
capital humano, que se expresa de la forma - z’(m/h) =r, +m, ,0también

my, = CD(rH +my, )h (23)

Donde ® =-1/z7'>0. De manera andloga al sector de bienes finales, inflacion asociada al
sector de capital humano es
m, =z (mlh)-r, (24)

La ecuacion (24) muestra que la inflacién del sector productor de capital humano depende de la
inversion hecha por las firmas (k), los saldos monetarios reales per capita (m) y la tasa de
rentabilidad asociada a dicho sector. Sin embargo, la expresién ry puede tomar distintos valores
como se muestra en la ecuacion (20), por tanto la inflacién del sector dependera si la economia
tiene o no un gran acervo de capital humano.

2.1.3 Sector de Tecnologia

El concepto de tecnologia utilizado es similar al empleado por Romer (1990) y Aghion y Howitt
(1992): la tecnologia es un conjunto de bienes intermedios que implican variaciones en los
métodos de produccion o fabricacion, que son el resultado de actividades de (I+D). Estos
bienes intermedios pueden ser utilizados por una firma en distintos procesos y por varias firmas
al mismo tiempo, es decir, la tecnologia es un insumo no rival. Su uso como factor de
produccion genera no convexidades y por lo tanto, rendimientos crecientes.

Dado que los resultados de las actividades de (I+D) aumentan la capacidad productiva y se
usan en mas de un proceso productivo, se consideran un bien de capital nuevo cualitativamente
distinto a los ya existentes. La produccién de conocimiento tecnolégico se realiza en mercados
competitivos, pero estd sujeta a exclusibn parcial, implicando que quienes realizan la
produccion tienen poder de mercado y reciben rentas monopdlicas. Esta exclusion genera
estructuras de competencia imperfecta, es decir, de manera intencional se crea un mecanismo
que garantiza la innovacién tecnol6gica, que requiere capital humano para su produccion. Para
producir tecnologia es necesaria una previa acumulacion de capital humano y también que los
innovadores respondan a los incentivos de mercado, pues de no ser asi, no se destinarian
recursos (capital humano) a esta actividad. Quien destina recursos a la produccion de
tecnologia, tiene la ventaja que no solo recibe una remuneracion ordinaria sino también cuasi
rentas, ya que este es el mecanismo por medio del cual se garantiza la produccion de nueva
tecnologia. Dicho esto, la produccion de conocimiento tecnolégico se puede expresar como:
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A(t) = a,(1-u)H - AJ, (25)

Donde a, es un parametro de eficiencia histéricamente dado, (1-u) la fraccion de capital
humano utilizado en la produccion de tecnologia y J, la tasa de depreciacion. La ecuacion (25)
puede reescribirse en términos per capita de la forma (Ver Apéndice Matematico):

a=a,(1-wh-als, +n) (26)

Donde h = H /L. Al derivar la ecuacion (26) respecto a i se obtiene la productividad del capital
humano en la produccion de tecnologia, que en equilibrio es igual al salario de los
investigadores empleados en el sector

£=a0(l—u)=0)2 (27)

Al momento de inventar un nuevo bien intermedio el productor maximiza el valor presente neto
que se expresa de la forma

a,(1-u)=(1-0)["(p, -1) x,e a1 (28)

El lado izquierdo de la ecuacion (28) es el costo marginal de inventar el bien intermedio. La
expresion Jm(pK -1) xKe’”')dt es el valor presente de los flujos de ingreso futuro, donde p,es el
1

precio de monopolio que el productor impone, y x es la cantidad demandada por los productores
de bienes finales. La condicion de equilibrio requiere igualdad entre el valor presente neto del
flujo de ingresos futuros y el costo de inventar un nuevo bien intermedio. El término adicional ®
que multiplica el valor presente del flujo de ingresos futuro, es la probabilidad por unidad de
tiempo que una innovacion sea exitosa. De manera especifica, ® se define como

0, =YU-uwH (29)

La ecuacién (29) define una distribucion de Poisson en la cual la probabilidad por unidad de
tiempo que ® suceda depende en general del desempefio de los investigadores (1-u)H . La
probabilidad que un investigador haga una innovacion de nivel x esta definida por una
distribucién de Poisson, con tasa de aparicion de innovaciones de 6. Si ¢ ,/,,...¢ son v
distintos eventos definidos por distribuciones de Poisson independientes con tasas de aparicion
de innovaciones 0,,0,,...,0, respectivamente, entonces la probabilidad que ocurra al menos
uno de los eventos es exactamente igual a la suma de las v probabilidades independientes:

D 6,=v6=0 (30)
i=1

Reemplazando las ecuaciones (8), (9) y (30) en (28) se obtiene la siguiente expresiéon para la
tasa de rentabilidad (Ver Apéndice Matematico)
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_ B\ pyes oss L
rA_(l_ne{l—ﬂJ(l IB) q / ﬁao(l—u) (31)

Donde (31) muestra el retorno esperado de hacer una innovacion del tipo x. De manera
andloga al sector de bienes finales y de capital humano, los productores de tecnologia se
enfrentan al problema:

Max j {a,(1-u)h-a(d, +n)- all+ f(m/a)]- m(r, +7,)-m}e™ )

sa a=ay(1-u)h-a(S,+n)

Por tanto el hamiltoniano asociado al problema de maximizacion es de la forma

FHn = {ao(l—u)h—a(éA +n)—a[l+f(m/a)]—m(rA +7rA)—n'1}e'rA’ +4, [AO(I—u)h—a(éA +n)] (33)

Y al resolverlo se obtiene la demanda de dinero hecha por las firmas productoras de tecnologia
expresada de la forma - f(m/a) =r, + 7, que puede reescribirse como

mz = Q(rA +7y, )a (34)
Donde Q=-1/f">0,y por lo tanto, la inflacion asociada al sector tecnoldgico es
r,=f'(mla)-r, (35)

La ecuacién (35) muestra que la inflacién del sector tecnologia depende de la inversion (a), los
saldos monetarios reales per capita (m) y la tasa de rentabilidad asociada al sector. A diferencia
del sector de capital humano, la tasa de rentabilidad de la produccién de tecnologia r, presenta
siempre valores positivos constantes con respecto al producto. Este sector se caracteriza por
una estructura de mercado de competencia monopolistica, sujeto a exclusion parcial, por lo
tanto, se garantiza que los inversionistas tengan rentas monopélicas.

2.2 Consumidores

El proceso de maximizacién de utilidad de los consumidores es similar al desarrollado por
Sidrauski (1967), con algunas modificaciones relacionadas con los sectores productivos, bienes
finales, tecnologia y capital humano. Igualmente se considera una forma funcional especifica
como la planteada por Roubini y Sala-I-Martin (1992). Por dltimo para obtener la demanda de
dinero de los consumidores, se utiliza el método propuesto por De Gregorio (1993).

Cada uno de los L consumidores de la economia busca maximizar su utilidad, que depende del
consumo c y los saldos reales de dinero per capita. El supuesto de horizonte infinito de tiempo
es razonable en la medida en que las diferentes generaciones estan unidas por el altruismo, y
en que los agentes del modelo son dinastias o familias, siendo L, el numero de individuos
pertenecientes a cada dinastia, como lo plantea Barro (1974). A pesar del altruismo, los padres
prefieren el consumo propio al consumo de sus hijos, lo cual se ve reflejado en la tasa de
descuento personal p de la funcion de utilidad intertemporal de la ecuacion (36).
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Como se menciond anteriormente, m denota los saldos reales per cépita m =M /LP, y dado
que la funcién de utilidad cumple las condiciones de concavidad dU/dc,dU/om >0 vy

BZU/ac,82U/am<O (utilidad marginal positiva pero decreciente), el problema de los
consumidores se reduce a maximizar la siguiente funcién de utilidad intertemporal

Max U, =I:u(ct,mt) e gy (36)

Donde n es la tasa de crecimiento de la poblacion, considerada exdgena. La explicacién
tradicional de la inclusién de dinero en la funcién de utilidad es que facilita las transacciones, ya
que hace innecesaria la doble coincidencia de deseos de los agentes involucrados en la
transaccion (Roubini y Sala-i-Martin, 1992). Esto significa que los consumidores valoran el
dinero porque es un medio de cambio generalmente aceptado, ya que brinda la seguridad que
cualquier otro agente estara dispuesto a cambiar dinero por bienes finales.

En general, el uso de dinero en una economia hace que desaparezca por completo el
intercambio tipo bienes-bienes, y en su lugar se realizan transacciones dinero-bienes y bienes-
dinero, haciendo que se cumpla la Restriccion Clower. En este modelo se asume el
cumplimiento de dicha restriccién, implicando que la demanda de dinero de los consumidores
sera exactamente igual al valor de las transacciones planeadas para cada periodo, es decir, la
demanda monetaria se hace solamente por motivo transaccion, lo cual significa que los motivos
especulacion y precaucién no son considerados en el presente trabajo.’

Por simplicidad se asume que la funcién de utilidad es aditivamente separable en el tiempo y
logaritmica para ¢ y m, por tanto la forma funcional especifica es

U(c,m)=(1-u)In(c,)+ u1n(m,) (37)

Para deducir la restriccion presupuestaria, se asume que el consumidor tiene su riqueza en
forma de dinero o capital humano, y que la variacion de la riqueza es igual a los ingresos
(incluidas las transferencias del gobierno) menos el consumo, es decir

C+H+%=wL+rHuH+rA(l—u)H+D (38)

Donde L es el tamafio de la poblacion, C consumo, H stock de capital humano, M dinero
nominal, D transferencias del gobierno, @ salario real, r, la tasa de rentabilidad del capital

humano en el sector de capital humano, r, la tasa de rentabilidad del capital humano en el
sector tecnologia, y P nivel de precios.

Dado que primero, el dinero es considerado una forma de riqueza, segundo, esta incluido en la
funcion de utilidad, y tercero, los precios estan expresados en unidades monetarias, se puede
afirmar que en este modelo el dinero cumple sus tres principales funciones: medio de cambio
generalmente aceptado, reserva de valor y unidad de cuenta.

® Para un analisis detallado ver Blanchard y Fischer (1989) pag 166.
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Al dividir la restriccién presupuestaria entre L (denotando las variables per capita con letras
minusculas, excepto m) y definir la riqueza total del consumidor como W =H +M/P , la
ecuacion (38) se reescribe como (Ver Apéndice Matematico)

w= w[rHu+rA(l—u)—n]+ w+d —[c+m(rHu+rA(l—u)+7[)] (39)

Donde 7 representa la tasa de inflacion agregada. La ecuacion (39) muestra el cambio de la
riqueza como la diferencia entre el ingreso y el consumo, que esta ahora definido por la suma
de ¢ y m(r,u+r,(1-u)+7x).” Este Gltimo término se interpreta como el costo de preferir dinero
a cualquier forma capital, ya que se incluye el interés no captado, y el llamado impuesto
inflacionario que reduce el poder adquisitivo del dinero. El problema de maximizacion del
consumidor se resuelve al reemplazar (37) en (36) sujeto a (39), por lo tanto, el hamiltoniano
correspondiente es el siguiente:

Fe=[1-p) Inlc, )+ an(m, )] e+ /L{w{rh,u +r,(1 —u)|+o+d—[c +mdru+r,(1-u) +7)} (40

Al resolver el hamiltoniano se obtiene la tasa de crecimiento del consumo que se define como
(Ver Apéndice Matematico)
¢
—=ryu+r,(1-u)-p (41)
C

E igualando la utilidad marginal de dinero y consumo se llega a que la demanda monetaria de
los consumidores es

‘_ pe
e U= @+, =)+ 7] (42)

La expresion definitiva para la tasa de crecimiento del producto en estado estacionario se
obtiene al reemplazar ry y ry en ¢/c. Para el caso de r,, ésta tasa sera positiva y constante al
garantizar que los inversionistas tengan rentas monopdlicas, y dado que en el sector se
presenta un mercado competitivo sujeto a exclusion parcial, se cumple dicho requisito. Para el
caso de ry, si la inversién en capital humano es decreciente a medida que la economia se
expande, es de esperar que el gobierno otorgue subsidios que compensen la disminucion de la
rentabilidad de tal inversion, ya que busca el crecimiento econémico. Por el contrario, si la
inversion en capital humano es creciente, no habra ningun problema porque la inversién en
capital humano estara garantizada. Cumplidos estos requisitos sobre las tasas de rentabilidad
de la inversién en capital humano y tecnologia, la tasa de crecimiento econémico en estado
estacionario sera positiva.

3. Analisis Dinamico entre Crecimiento Econémico e Inflacion

Los resultados presentados en la seccion anterior permiten plantear un juego en el que se
relacionan los resultados de crecimiento e inflacion. Especificamente, se muestra que a partir
de las decisiones de maximizacion en cada uno de los sectores es posible determinar la
inflacion en términos de la tasa de crecimiento. En particular, a partir de la demanda de dinero
se encuentran las inflaciones sectoriales que permiten calcular la inflacion total.

” Ver Blanchard y Fischer (1989) pag 189.
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3.1 Dinero y Crecimiento Econdmico

Teniendo en cuenta la ecuacion cuantitativa del dinero se pueden obtener resultados muy
interesantes. Siendo dicha ecuacién de la forma MV = PY , donde V es la velocidad del dinero,

y al suponerla constante, se obtiene la expresion M /M =z +Y /Y, por tanto, la inflacién es
expresada como
¥ )
My

Por definicién y = Y/L, implicando que la tasa de crecimiento del producto per cépita es igual a
la diferencia entre la tasa de crecimiento del producto total y la tasa de crecimiento poblacional

Y 44
= -n (44)

< <.

Para obtener una expresién mas precisa de la inflacién, es necesario despejar Y /Y de la
ecuacioén (44) y reemplazar en (43), por lo tanto = se expresa de la forma

T=orT ,tn (45)

Donde y) es la tasa de crecimiento del producto per cépita (y/y ), o lo que es lo mismo, la tasa

de crecimiento del consumo ¢/c. La ecuacion (45) significa que la inflacién no solamente se
debe a la tasa de variaciéon de la cantidad de dinero en la economia, sino también a la tasa de
crecimiento del producto, es decir, de la tasa de crecimiento poblacional y del producto per
capita. Contrario a lo que se suponia en la gran mayoria de estudios previos, la inflacion
depende del crecimiento econémico, y no es una condicién de estabilidad macroeconémica
para alcanzar el crecimiento: es una variable resultado del proceso de crecimiento y no un
requisito para el mismo. Este resultado se observa debido a que el crecimiento del producto
implica que los productores demandan una mayor cantidad de bienes intermedios, para lo cual
requieren una cantidad mayor de dinero, que suponiendo una oferta monetaria constante,
genera un incremento en el nivel general de precios, es decir, una mayor tasa de inflacion.

Por simplicidad, generalmente se asume que en el largo plazo la tasa de crecimiento del
producto agregado Y /Y es igual a cero, lo que implica que para este caso especifico, la tasa
de crecimiento de la cantidad de dinero en la economia es exactamente igual a la inflacién. Sin
embargo, en este modelo se demostré que Y /Y es mayor que cero (dado que y/y y n son
positivos), por lo tanto el dinero tiene efectos reales y no solamente genera efectos sobre el
nivel de precios, como se observa en la ecuacion (45).2 El supuesto que la tasa de crecimiento

del producto agregado es positiva en el largo plazo, esta totalmente de acuerdo con la Teoria
del Crecimiento Endégeno que busca dar una justificacion satisfactoria a este hecho.

8 En otras palabras, el dinero no es neutral en el largo plazo.
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3.2 Un Juego de Crecimiento Econémico e Inflacién

El ejercicio propuesto en esta seccion, es un juego con dos jugadores y dos estrategias para
cada uno de ellos (2x2), como se muestra en la Figura 1. El Gobierno (Jugador 1) y el Banco
Central Independiente (Jugador 2) deben elegir entre intervenir la economia o simplemente
adoptar un rol pasivo y no hacerlo. Cada jugador dirige la estrategia de intervenir en la
economia segun su principal objetivo: para el caso del gobierno, que busca maximizar el
crecimiento econdémico, la estrategia es una politica fiscal expansiva financiada con impuestos,
mientras que el Banco Central busca minimizar la inflacién y por lo tanto, su intervencién
consiste en realizar una politica monetaria contractiva. Cabe aclarar que este juego tiene lugar
en una situacién en la cual el gobierno tenga incentivos para intervenir en la economia, es decir,
el caso en que la tasa de rentabilidad de la inversion en capital humano es decreciente.

Los pagos respectivos para los jugadores 1 y 2 son una tasa de crecimiento del producto per
capita, y una tasa de inflacién, segin como se expresa esta ultima en la ecuacién (45). En la
seccion 2 se hallaron distintas tasas de inflacion en cada uno de los sectores productivos, pero
la inflacién objetivo del Banco Central Independiente es aquella a la cual se enfrentan los
consumidores, es decir, la inflacién total de la economia, que expresa como el promedio simple
de las inflaciones sectoriales.

+7, +
p= T (46)

En el juego entre el Gobierno y el Banco Central, el juego queda definido de la siguiente manera:
Banco

No Si

Gobierno N? [X] 7}*’7[1 Vi’”z
si 0-X] vz, vz,

Por simetria ¥, = 7,;¥, = &, y adicionalmente 7, >y, y &, > 7, . De tal manera, el equilibrio de
Nash en estrategias puras es la combinacion de estrategias de politica fiscal expansiva
financiada con impuestos y politica monetaria contractiva, que equivale a los pagos 7,,7, para

el Gobierno y (M/M) (7/)4 + n) para el Banco Central Independiente. El analisis de estabilidad

evolutiva se puede plantear en términos generales de la siguiente manera:

Banco
No Si

No [X] aa b,

Gobierno
Si [1-X] e,b d.d

Las utilidades esperadas para cada una de las politicas, asumiendo simetria en el juego, son las
siguientes:
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ulnol=X(a)+[1-X](b)
ulsi]=X(c)+[1-X](d)
u = X[u(no)|+[1—XJu(si)

La dinamica del replicador se define como:

dX
— ; —_—
= X[u(si)—u]

= X[X(c) + (1= X)(d)] = X(u(no)) + (1= X)u(no)]
=X[1-XX(a-c)+[1-X](b—d)

En el juego entre el Gobierno y el Banco Central, el juego queda definido de la siguiente manera:

Banco

No Si

No [X] 71*’7[1 7;’7[2

Gobierno . N .
Si [I_X] Vasty  VasTy

Por simetria ¥, =7,;¥, =7, y adicionalmente ¥, >%, y &, >7, . Con estos valores, los (nicos

valores que igualan la dinamica del replicador son x=0 y x=1. Siendo ésta Ultima la estrategia
evolutivamente estable.

4. Conclusiones

En este documento se desarrollé un modelo de crecimiento enddgeno de tres sectores, bienes
finales, capital humano y tecnologia. Asi mismo existen tres factores de produccion, trabajo,
capital humano y tecnologia en forma de nuevos bienes intermedios, 0 mejoramiento de la
calidad de tales bienes intermedios. Los productores utilizan el dinero como medio de pago para
adquirir nuevos insumos. Del andlisis de los productores se obtuvo la tasa de crecimiento de
cada uno de los factores y por lo tanto del producto, para concluir que el crecimiento del
producto per capita en estado estacionario se determina por la rentabilidad de las inversiones
en capital humano y tecnologia. Este resultado, al igual que el obtenido en los demas modelos
de crecimiento enddgeno, muestra que en el largo plazo el crecimiento de la economia es
positivo.

En particular se muestra que el resultado puede ser mejorado con una politica fiscal que tienda
a otorgar subsidios a la acumulacién de capital humano, lo cual muestra que la intervencion del
gobierno aumenta la tasa de crecimiento al evitar la tendencia decreciente de la rentabilidad en
capital humano. Especificamente se mostré que la rentabilidad del capital humano puede
presentar dos valores, que determinan dos tendencias a lo largo del tiempo, y también dos
politicas a seguir con el propésito de garantizar el crecimiento sostenido de la economia. Para
aquellos paises en los que el capital humano es escaso, su rentabilidad es decreciente con
respecto al nivel de producto, y analogamente para aquellos paises con abundante capital
humano, la tasa interna de retorno es creciente. Para el primer caso, la intervencion del Estado
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mediante el otorgamiento de subsidios a la educacién financiados con impuestos elimina la
tendencia decreciente de la inversién en capital humano, lo que mejora la tasa de crecimiento
de largo plazo. En el segundo caso, no es necesaria la intervencién estatal, pues el Mercado se
encarga de asignar eficientemente los recursos.

En relaciéon con el andlisis de los consumidores, se incluy6é el dinero como argumento de la
funcién de utilidad. El analisis conjunto de productores y consumidores hizo posible hallar la
tasa de crecimiento de la economia en el largo plazo, lo que unido a la demanda de dinero de
cada uno de los agentes, permitié calcular la tasa de inflacion agregada de la economia, que a
su vez, junto con la ecuacion cuantitativa del dinero, permiti6 mostrar la relacién dindmica entre
crecimiento economico e inflacion. Este resultado mostré que existe una relacién entre la tasa
de crecimiento del producto y el nivel de inflacion, y no solo en sentido contrario como
usualmente se sefala. Especificamente, se encontré que en el largo plazo la inflacién no es un
fenbmeno exclusivamente monetario, sino que su nivel depende de manera directa del
crecimiento del producto.

Este resultado es la consecuencia directa de considerar que en los modelos de crecimiento
enddgeno el crecimiento del producto es positivo y determinado por la politica fiscal. Este hecho
determina que en estado estacionario la tasa de crecimiento del dinero no se traduzca
Unicamente en inflacion dado que el nivel de producto no es constante, mas aun, la tasa de
crecimiento del producto determina la inflacion. El analisis dinamico mostré que la relacién entre
crecimiento e inflacién es de doble via y no solo de inflacion a crecimiento, lo que contrasta con
los trabajos sefialados en el marco teérico. El resultado del juego mostré6 que de acuerdo con
los objetivos de cada uno de los jugadores o0 agentes, el equilibrio de Nash fue intervencion
econdmica para cada una de las autoridades.

Por ultimo, el andlisis de estabilidad evolutiva mostr6é que la estrategia politica fiscal expansiva
financiada con impuestos y politica monetaria contractiva constituyen el equilibrio de Nash del
juego y una estrategia evolutivamente estable. En particular, se muestra que la politica fiscal
puede ayudar a mejorar el crecimiento econémico de estado estacionario en paises que
experimentan baja acumulacién de capital humano. Igualmente, los resultados sugieren que el
banco central independiente debe adoptar una politica monetaria contractiva para reducir la
inflacion. En sintesis, las relaciones dindmicas entre crecimiento e inflacion muestran la
necesidad de intervencién tanto del banco central independiente como del gobierno, que puede
mejorar sustancialmente el crecimiento, aunque éste genere efectos inflacionarios.

Apéndice Matematico

Sector de Bienes Finales

Las condiciones de primer orden son

aH.Y :_/iy OH = [— s'(m/i)—(rY + 7y )] e =0
0i om
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Sector de Capital Humano

H H
—=Buh—ho,  donde h= /l

h=

~| =
E.
=

. . H .
- h=——-— —> h=—-hn —> —=h+hn
L L
Al reemplazar H /L en la funcién de produccién per capita, se obtiene la expresién de la
ecuacion (17).
Las condiciones de primer orden son:

My _ 4, Mt L omfh)-(ry +7,)] €™ =0
oh om

Partiendo de la ecuacion (19) se tiene que
#(amy f 7y (f- -y (g-v
o,(g V) = ['lo,()- (&) et - [ () e

Reemplazando w, = y y w, = Bu-96, = B, la ecuacion anterior se expresa como

B,(g-v)e"s) = j'f[Bo - Byl e\ gp - r By(v)e™ )y
g ¥

Para llegar al resultado de la ecuacién (20) se asume que la inversidén se hace solamente en un
periodo® y que, como se menciond anteriormente, las distintas generaciones estan unidas por el
altruismo, por tanto la vida laboral es suficientemente larga para maximizar con horizonte infinito
de tiempo.

Sector de Tecnologia

%:Ao(l—u)h—aﬁA donde a=%
A AL LA A A
a=— — a=———5 a=—-an — —=a+an
L L r L

Al reemplazar A/L en la funcién de produccién per capita, se obtiene la expresidon de la
ecuacion (26).

Las condiciones de primer orden son:

° De manera que el lado izquierdo de la ecuacién se reduce a B,
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Haeiy o~ fnfa)-( +7,)] e =0
da om

Reemplazando las ecuaciones (8), (9) y (30) en (28) se obtiene la expresion

a,(1-u)=(1-v0)| “(# . 1}(1 - BYP AV PGPy

alt-0)=(-v0) ;2 -y sarsg o v

Al resolver la integral se tiene que

a, (1 - u) = (1 - V@)(%j(l ) 'B)Z/ﬁ Al/ﬁq(l-ﬁ)K/ﬁl

r

De donde al despejar r se obtiene la ecuacién (31)

Consumidores

Restriccion Presupuestaria

C, +H+%=wL+rHuH+rA(l—u)H+D

divide entre L c+£+£:w+rHuh+rA(1—u)h+d
L PL

M
Sabiendo que m = ——, entonces
LP

~ MLp M(ipP+PL) M MLP MPL M
m=-5_5- 2 52 - m= T2 p2 12p2 m= -nm-mr
2P I2P LP [’P* I*P LP
M
— —=m+mlr+n)
LP

Reemplaza M /LP y H/L en larestriccion per capita

c+h+nh+m+m(z+n)=w+ruh+r,(1-u)h+d

Siendo W la riqueza expresada de laforma W = H + M / P se divide entre L para convertir en
términos per cépita

w=h+m — w=h+m

Al reagrupar la restriccion se obtiene que
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v'v=a)+rHuh+rA(1—u)h+d—c—nh—m(ﬂ'+n)
Sabiendo que h = w-m se tiene que

W= a)+rHu(w—m)+rA(1—u)(w—m)+d—c—n(w—m)—m(ﬂ'+n)
W=+ ryuw—ryum+r,(1—u)w—r,(1—u)n+d —c—nw+nm—mz—nm

Y finalmente, al reagrupar se obtiene la restriccion de la ecuacién (39).

Las condiciones de primer orden son

OH _(=4) o _ 4

oc c ‘
Aplicando logaritmo natural In(1-u)-1n(c)-(p—n)t=InA,
. _ ¢ A,
Deriva respecto al tiempo T p+n= A
. 9 Alr, +r,(-u)-n]=-4: iz —[ru+r,(1-u)-n]
ow A,
oH H o _(pn)s H (p-n)t
== =A\u+r(-u)+z| : A= i
’ om m’ g+ rai-u)+ ] ‘ m[rHu+rA(1—u)+7z']e
Iguala /1": £+,0—n=rHu+rA(l—u)—n
A c

c

De donde se obtiene la tasa de crecimiento del consumo. Asi mismo, iguala A (utilidades
marginales del consumo y el dinero)

i (p-n)t _ (l_lu) -(p-n).t

m[rHu+rA(l—u)+7r]e e ¢
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