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Resumen

Hart ha establecido condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia del equilibrio, en una economia de dos periodos en la que los individuos
intercambian activos cuyos retornos dependen de un cierto estado de la
naturaleza. Hammond y Page han formulado otras condiciones, equiva-
lentes a las de Hart, que se aplican a este modelo. En los tres casos, se
supone que los individuos maximizan el valor esperado de su utilidad en
el segundo periodo, cuando se hacen efectivos los retornos de los activos.
En este articulo se modifica el modelo de Hart de tal forma que a los indi-
viduos les interesa también el consumo en el periodo inicial y se examinan
las implicaciones sobre las condiciones propuestas por estos autores.

1. Introduccién

Existen en la economia diversos mecanismos a través de los cuales es posible
transferir recursos en el tiempo, miltiples sistemas de ahorro y de endeudamien-
to que le permiten a los individuos distribuir sus ingresos entre distintos periodos
y diversificar el riesgo, frente a la posibilidad de que ocurran sucesos que puedan
afectar sus niveles de riqueza y consumo. En el mercado financiero, por ejemplo,
se intercambian activos cuyo valor futuro estd sujeto a innumerables contingen-
cias, usualmente dificiles de anticipar. Por esta razén, la incertidumbre juega
un papel determinante en el comportamiento de los agentes que participan en
este mercado. Si bien es cierto que los individuos no pueden prever ficilmente
el valor futuro o los dividendos de los activos, también es claro que disponen
de distintas fuentes de informacién en virtud de las cuales pueden formar ex-
pectativas, acertadas o no, sobre dichos retornos Independientemente de cual



sea la verdadera distribucién de probabilidad de los eventos que determinan el
valor de los activos, incluidos sus dividendos, las probabilidades subjetivas que
los individuos les asignan, con base en la informacién previamente adquirida
y en posibles senales que reciben del mercado, permiten modelar su compor-
tamiento bajo las condiciones de incertidumbre descritas y analizar asi algunas
caracteristicas de este mercado.

En este articulo, se hace particular énfasis en el grado de divergencia que
pueden presentar las expectativas de los agentes y se deja de lado la cuestién
de si estas expectativas predicen correctamente los eventos futuros. Retomado
una linea de investigacién desarrollada originalmente por autores como Green
(1973) y Hart (1974), entre otros que serén mencionados posteriormente, se
pretende aqui examinar algunas condiciones relativas a las expectativas de los
individuos sobre los retornos futuros de los activos, que determinan la existencia
del equilibrio en el mercado financiero.

El modelo que se propone para dicho fin, aunque es muy similar al de Hart
(1974), presenta una diferencia crucial. Para describir las decisiones de los in-
dividuos en el mercado financiero, Hart supone que estos sélo estan interesados
en maximizar el valor esperado de su utilidad futura, la cual depende de los
retornos de los activos financieros, pero omite deliberadamente la utilidad que
estos podrian obtener en el periodo en el que se realizan las transacciones, si des-
tinan su ingreso a actividades distintas a la compra de activos. Hart argumenta
que tal omisién le permite derivar condiciones suficientes para la existencia del
equilibrio, mds débiles que las de Green (1973), quien sf incorpora en su modelo
el hecho de que los individuos valoran el consumo presente y no solamente el
valor esperado de su utilidad futura. Es importante destacar, sin embargo, que
el modelo de Green difiere del de Hart, y también del que se propone aqui, en
otros aspectos, principalmente en que en éste existen mercados de bienes para el
consumo presente y de contratos futuros de dichos bienes, a través de los cuales
se realizan las trasferencias de recursos entre los distintos periodos de tiempo.
Hammond (1983) apoya la posicién de Hart (1974) y sostiene que las condiciones
de Green son innecesariamente fuertes, en cambio, propone la condicién de ex-
pectativas traslapadas y demuestra que es equivalente a la condicién establecida
por Hart (1974). Page(1987), por su parte, expresa las condiciones para la exis-
tencia del equilibrio en términos de la no existencia de precios de arbitraje, para
un modelo idéntico al de Hart (1974). Carvajal y Riascos (2006), en cambio,
incluyen un término en la funcién de utilidad de los individuos que depende del
excedente de riqueza disponible, luego de haber realizado las transacciones en el
mercado de activos. El modelo que se plantea en este articulo incluye también
este término inicial en la funcién de utilidad.

En términos generales, podria decirse que el objetivo de este articulo es
mostrar que la inclusién de este término adicional en la funcién de utilidad no
es inocua. Mids especificamente, en la seccién 5 se demostrard, por medio de un
contraejemlplo, que en una economia idéntica a la propuesta por Hart (1974)
y Hammond (1983), excepto porque en esta los inividuos valoran el consumo
presente, la condicién de expectativas traslapadas de Hammond no es suficiente
para la existencia del equilibrio.



Puntualmente, el trabajo que se desarrolla a continuacién se concentra en
los siguientes aspectos. Primero se plantea un modelo similar al de Hart (1973),
pero se le anade un término adicional a la funcién de utilidad, siguiendo a Car-
vajal y Riascos (2006), para incorporar en el modelo la utilidad inicial que los
individuos obtienen de la riqueza que no destinan a la compra de activos o,
incluso, que obtienen de la venta de éstos. Luego se propone una condicién
necesaria para la existencia del equilibrio, que es una generalizacién de la condi-
cién que proponen Carvajal y Riascos (2006) para una economia conformada
por dos agentes, y se demuestra que es equivalente a las respectivas condiciones
de Hart (1973) y Hammond (1983).Una vez establecidas dichas equivalencias,
se demuestra que la condicién de expectativas traslapadas no es suficiente para
la existencia del equilibrio en una economifa en la que la utilidad en el primer
periodo es relevante. Finalmente, se demuestra la existencia del equilibrio en la
economia propuesta, imponiendo algunos supuestos adicionales. La prueba en
cuestion generaliza la propuesta por Carvajal y Riascos (2006) en varios aspec-
tos importantes, a saber, se cumple para una economia con méds de dos agentes,
un conjunto infinito de estados de la naturaleza y expectativas sobre los retornos
que permiten asignarle una probabilidad positiva al hecho de que los retornos
de algunos activos puedan ser iguales a cero.

2. El modelo

Como se menciond en la introduccién, la economia que se presenta a contin-
uacién replica el modelo de intercambio de valores (securities exchange model)
de Hart (1974), excepto por una diferencia fundamental que consiste en que,
en el caso que aqui nos concierne, los individuos estdn interesados también en
su consumo presente y no sélo en la utilidad esperada de la riqueza, derivada
de los retornos futuros de los valores que intercambian en el presente. En efec-
to, la economia en cuestién consta de dos periodos, en el primero se realizan
transacciones de activos y en el segundo estos activos pagan ciertos retornos. El
retorno de un activo se entiende aqui como el valor de una unidad del mismo en
el segundo periodo més los dividendos que éste haya generado, y es contingente
al estado de la naturaleza que ocurra en el segundo periodo. Aunque dichos re-
tornos son desconocidos por los individuos en el primer periodo, es decir, cuando
realizan las transacciones, éstos forman expectativas sobre los mismos con base
en las cuales toman sus respectivas decisiones.

Existen en esta economia un nidmero finito de individuos y de activos que
se representan por medio de los conjuntos Z = {1,..,I} vy A = {1,..., A},
respectivamente. En el segundo periodo ocurre uno de infinitos estados de la
naturaleza posibles, cada uno de los cuales se identifica con un unico vector
de retornos para los A activos de la economia. Adicionalmente, se supone que
dichos retornos son no negativos, por lo cual un estado de la naturaleza puede
representarse formalmente como un elemento de Rﬁ.

Una canasta de activos se denomina portafolio y se representa por medio de
un vector z € R4. Este vector puede contener cantidades positivas o negativas



porque a todos los individuos se les permite comprar o vender activos. Mds es-
pecificamente, z! < 0 significa que el individuo i demanda cantidades negativas
del activo a, es decir, que estd interesado en irse corto (short sell) en este activo.

Los individuos, por su parte, estdn completamente caracterizados por medio
de sus funciones de utilidad, sus creencias o expectativas sobre los retornos de los
activos y sus dotaciones iniciales de riqueza. Asf, para cadai € Z, u’ : R — R
es una funcién de utilidad que cumple los siguientes supuestos:!

(A.1) u’ es concava

(A.2) u® es estrictamente creciente en R.

Los individuos maximizan la suma de la utilidad presente del consumo de
un tnico bien (riqueza) y el valor esperado de la utilidad por el consumo futuro
de dicho bien. La riqueza en el segundo periodo depende de los retornos de los
activos adquiridos en el primer periodo y, de manera correspondiente, la utilidad
esperada por dicha riqueza, para un individuo cualquiera, estd determinada por
sus Precio rel. sobre los retornos futuros de estos activos. En principio, parece
razonable considerar que los individuos pueden reformular sus expectativas con
base en conocimientos previamente adquiridos y en las creencias de otros, y
que los precios pueden constituir una senial de esta informacién, por lo tanto,
se supone en este modelo que las expectativas sobre los retornos futuros de los
activos dependen de sus precios.

Formalmente, sean p € Rﬁ un vector de precios para los activos, r € Rﬁ un
vector de retornos, o un estado de la naturaleza, B (Rﬂ) la o—dlgebra boreliana
en Rf vy M (Rﬁ) el conjunto de todas las medidas de probabilidad definidas
en el espacio medible (Rf,l’)’ (Rf))? Las creencias de cada individuo ¢ € 7
sobre los retornos de los activos estdn caracterizadas por medio de una funcién
pt i RY — M (Rﬁ), tal que u' (p, X) denota la probabilidad que le asigna i al
hecho de que el vector de retornos de los activos r esté contenido en el conjunto
X, dados los precios p en el primer periodo. Se supone inicialmente que ésta
funcién cumple un par de supuestos de regularidad, a saber:

(A.3)* Para todo p € RY, existe un conjunto acotado C C R% tal que
p(p,C)=1.

(A.4) Para todo i € I, la funcion p' : Rﬁ — M (Rﬁ) es continua en la
topologia de convergencia débil de medidas de probabilidad.?

Aunque la economia en cuestién consta de dos periodos, Hart (1974) supone
que la utilidad de los individuos depende tinicamente de su riqueza en el segundo
periodo. Aqui, en cambio, se anade a la utilidad esperada un término que rep-
resenta la utilidad derivada de la riqueza restante en el primer periodo, después
de haber realizado las transacciones de activos. Adicionalmente, se supone en
este modelo que cada individuo 7 recibe dotaciones iniciales de riqueza positivas,
wi y wh, en el primer y el segundo periodo respectivamente.? Asf, dado un vec-

!Se utiliza aquf la misma numeracién para los supuestos de Hart (1974) y Hammond (1983)

2Para una definicién rigurosa de el espacio medible (Rﬂ, B (Rﬂ)) véase Cohn (1980)

3La condicién (A.3) de Hart (1974) ha sido remplazada aqui, temporalmente, por una mas
débil, a saber, (A.3)*. Posteriormente en este articulo, se hard referencia explicita al supuesto
(A.3) destacando su importancia para la existencia del equilibrio en el mercado financiero.

4Podria suponerse, de manera més general, que la dotacién inicial de riqueza en el segundo



tor de precios p € R4 en el primer periodo, el individuo i escoge un portafolio
de activos z = (21, ..., 2m) € R? con el fin de maximizar la siguiente funcién,
que reprebenta sus preferencias sobre el conjunto de portafolios disponibles a los
precios p:°

Ve = (0]~ p2) + [ o (uh +r2) du () 0

Nétese que, por el supuesto (A.3)*, [’ (w2 + rz) dut (p fc (wZQ + rz) du® (p),
por lo tanto la funcién f (r) = o (w2 + rz) es ,u—lntegrable para todo p € Rﬁ
y todo z € R4, luego V' estd bien definida, ademds, como u es céncava y el
producto punto es lineal, V? es céncava y, por lo tanto, continua en z, para un
p fijo.

Como es natural, las elecciones de los agentes estdn sujetas a ciertas restric-
ciones. En particular, a los precios p, la restriccién presupuestal del individuo
estd determinada por el conjunto:

B'(p)={z€ RA: wi —pz > 0} (2)

Adems3s, se impone aqui una restriccién adicional sobre los agentes concerniente
a la imposibilidad de planear quedar en bancarrota en el segundo periodo. Intu-
itivamente, si los individuos derivan utilidad de su riqueza, es razonable suponer
que éstos no consideran factible realizar transacciones que puedan implicar nive-
les negativos de riqueza en el futuro. Es decir, si un individuo le asigna cierta
probabilidad positiva a un estado de la naturaleza, entonces este no va a adquirir
un portafolio que le representaria un ingreso negativo en caso de que ocurriera
dicho estado. De manera correspondiente, se define el conjunto de portafolios
factibles para el individuo 4, a los precios p, como:

X (p {ZERA vre S (p) i rz+wh >0} (3)

donde S’ (p) es el soporte de la medida de probabilidad x (p).5 En este aspecto
puntualmente, el modelo que se analiza aquf es menos general que el propuesto
por Hart(1974), quien tan sélo enuncia ciertos supuestos que deben satisfacer los
conjuntos de portafolios factibles, pero no les da una forma explicita. En efecto,
los conjuntos X (p) que se proponen aqui satisfacen los supuestos (A.5) - (A.7)
v (A.9) de Hart (1974) y basta con asumir adicionalmente que S* (p) # {0}, para

periodo es contingente al respectivo estado de la naturaleza, como lo hacen Carvajal y Riascos
(2006). Sin embargo, esta generalizacién hace méds compleja la demostracién de la existencia
del equilibrio que se propone en la seccién 6 y, en cambio, no modifca sustancialmente el
modelo.

5Enla definicién de la funcién Vi (p,2), pz y rz denotan el producto punto de los respectivos
vectores y f fdu® (p) es la integral, en el sentido de Lebesgue, de la funcién f con respecto a
la medida p? (p). Ademss, si f (r) = u® (w} + rz), como la funcién u’ es continua por (A.2) f
también lo es (en r) y, por lo tanto, es Borel-medible.

6Sea p una medida en (X, B (X)), entonces, el soporte de u, se denota supppu, y se define
como suppp = {z € X : u(U) > 0, para todo abierto U tal que z € U}

Nétese ademds que el supuesto (A.3)* se cumple si y solo si S (p), el soporte de p® (p), es
acotado.



todoi € Z ytodop € Rﬁ, para que se cumpla también la condicién (A.8). Como
se verd posteriormente, el hecho de que los soportes de las medidas contengan
elementos distintos del vector cero es una consecuencia inmediata del supuesto
de expectativas traslapadas. Es conveniente anadir que Green (1973) exige una
restriccion sobre el conjunto de acciones factibles, equivalente a la anteriormente
propuesta para los portafolios. Hammond (1983), por su parte, considera esta
restriccién bastante plausible y afirma que ésta satisface sus supuestos (A.10) y
(A.11); hecho que cobrard importancia més adelante en este articulo.

En resumen, el problema de cualquier agente 7 de esta economia consiste en
escoger un z en B! (p) N X' (p) que maximice el valor de la funcién V' (-, p),
tomando los precios p como dados. Por lo tanto, puede definirse la correspon-
dencia de demanda individual, Z* : R4 = R4, de la siguiente forma:

Z'(p)= argmix V'(z,p)
2€Bi(p)NX*(p)
Por brevedad, en lo que resta de este articulo, la economfa descrita en esta
seccién se denominard economia &£.

3. Demandas individuales

En principio, la correspondencia de demanda individual podria tomar val-
ores vacios, es decir, el problema de maximizacién de la utilidad, como ha si-
do planteado previamente, podria no tener solucién para algunos precios y en
tal caso es evidente que tampoco existiria el equilibrio. Por lo anterior, es im-
portante determinar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
dicha solucién. Carvajal y Riascos (2006), por ejemplo, demuestran (lema 1)
que Z' (p) # @ si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. No existe un z € R4 tal que pz < 0y p* (p, {r: 72 < 0}) =0,y

2. Noexisteun z € R4 tal que pz = 0, p* (p, {r : 7z < 0}) =0y p’ (p,{r : rz > 0}) >
0

Intuitivamente, es claro que si existiera un portafolio con las caracteristicas
descritas en las condiciones 1 o 2, el individuo ¢ tendrfa incentivos para demandar
cantidades ilimitadas del mismo ya que, en cualquiera de los dos casos, podria
obtener mayor utilidad al aumentar su posesiéon de este portafolio sin incurrir
en riesgo alguno, segin sus creencias sobre los retornos futuros de los activos.
Este argumento intuitivo se puede formalizar facilmente para asi demostrar
que si alguna de estas condiciones no se cumple, la demanda por activos del
individuo ¢ estd indeterminada. La prueba de este resultado, es decir, de la
implicacién correspondiente del lema 1 de Carvajal y Riascos (2006), para la
economia que aqui nos concierne es muy similar a la que ellos proponen. Sin
embargo, su demostracién de la otra direccién de este resultado aplica sélo para
una economfia semejante a la anteriormente descrita pero en la que el nimero



de estados de la naturaleza posibles en el segundo periodo es finito, por lo cual
no contempla nuestro caso de interés.

Por su parte Green (1973) enuncia también condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de una solucién al problema de maximizacién de los
individuos, descritas inicamente en términos de sus expectativas sobre los pre-
cios futuros de los commodities. Como se demostrard a continuacién, bajo un
supuesto adicional sobre las creencias de los individuos, las condiciones del lema
1 de Carvajal y Riascos (2006) y una adaptacién natural de la condicién de
Green, para el mercado de activos, son equivalentes entre si y, ademds, nece-
sarias y suficientes para que las correspondencias de demanda de los individuos
sean no vacias.

En lo que sigue se hard uso de algunos conceptos y resultados del andli-
sis convexo, por lo cual se ha anadido un apéndice que incluye las respectivas
definiciones y referencias. En su gran mayoria, este material estd basado en, o
fue tomado directamente de Rockafellar (1970). En lo que respecta a la notacién
correspondiente, se utiliza aqui la misma que en Hammond (1983). De esta for-
ma, K (p) denota el cono convexo generado por S* (p), el soporte de la medida
de probabilidad p’ (p), y para un cono cualquiera C, C* = {z : Vr € C,rz > 0}
es el cono polar de C.

Siguiendo a Hammond (1983), se introduce ahora un supuesto adicional sobre
las creencias de los individuos, a saber,

(A.12) Para todo i € I y todo p € R%, intK* (p) # @, donde intC denota el
interior de C' (en la topologia usual en R*).

Como se vera posteriormente, este supuesto es necesario para la existencia
del equilibrio en la economia propuesta, por lo tanto, aunque asumirlo impone
ciertas restricciones sobre las funciones p' : Rﬁ - M (Rﬁ) que describen las
creencias de los individuos de la economfia, no le resta generalidad a la prueba
de la existencia. Ademds, como se mencioné anteriormente, bajo este supuesto
es posible establecer condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
una solucién al problema de maximizacién de los individuos, en términos de
sus creencias o expectativas sobre los retornos de los activos, como en efecto se
muestra en el teorema 1.

Antes de probar el teorema 1, es conveniente enunciar una proposicién que
serd utilizada en la demostracion.

Proposicién 1 Sea K C R un cono convexo cerrado y k € KT, entonces
existe un z € K tal que z # 0 y kz = 0 si y solo si k € 0K, donde
OKT =clK+\intK™ es la frontera de K+ y cIK+ denota la clausura de K.

Demostracién Ver el apéndice. m

Teorema 1 Seap € Rﬁ un vector de precios de los activos, si (A.12) se cumple
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Z'(p) # @.

2. Las condiciones 1 y 2 del lema 1 de Carvajal y Riascos se cumplen a los
precios p



3. p €mtK' (p)

Demostracién Como se mencioné anteriormente, Carvajal y Riscos (2006)
demuestran que 1 implica 2. Ahora supéngase que 2 se cumple y sea z € K* (p)+,
que es un cono convexo cerrado (ver Rockafellar, 1970. Seccién 14). Si pz < 0,
la condicién 1 del lema 1 implica que p® (p,{r: 7z < 0}) > 0, es decir, existe
un r € S% tal que rz < 0, luego z ¢ K° (p)+, por lo tanto pz > 0 y entonces
p e Ki(p)™ = clK?(p) (ver Rockafellar, 1970. Seccién 14). Si, en cambio,
pz=0yze K (p)+, por la condicién 2 del lema 1, u’ (p,{r:rz >0}) = 0
es decir, para todo r € S, rz < 0, y asf, para todo k € K% (p), kz = 0. Sin
embargo, por el supuesto (A.12), intK* (p) es no vacfo, ademés es fécil verificar

que intK* (p) = int (Ki (p)++) (ver Rockafellar, 1970. Secciones 6 y 14), por
lo tanto existe un k € int (Ki (p)++) y la proposicién 1 implica que para todo

z €K' (p)+, si z # 0 entonces kz > 0, lo cual contradice una afirmacién anterior.
Se concluye entonces que z = 0 o pz > 0, o mds precisamente que no existe un
z € K¢ (p)+ tal que z # 0 y pz = 0, entonces, de nuevo por la proposicién 1, p
¢ OK' (p)T" o, en forma equivalente, p ¢ K (p) y dado que p € clK’ (p) se
sigue que p € intK' (p), como se querfa demostrar.

Para completar la prueba, supéngase ahora que p € intK' (p), se mostrard
que en tal caso el conjunto X (p)N B (p) es compacto. Es claro que X*(p) y
B (p) son cerrados y convexos, en efecto, el primero es la interseccién de los
semiespacios superiores cerrados determinados por los hiperplanos de la forma
rz = —w, para v € S’ (p), y el segundo es el semiespacio inferior cerrado de-
terminado por el hiperplano zp = —w,, por lo tanto X*(p)N B’ (p) también
es cerrado y convexo. Ahora bien, es evidente que 0 € X (p)N B*(p), y como
este conjunto es cerrado y convexo, entonces es acotado si y solo si su unica di-
reccién de recesion es 0 (Rockafellar, 1970. Teorema 8.4). Con el fin de obtener
una contradiccién, supéngase que e # 0 es una direccién de recesién de X (p) N
B (p), entonces, es obvio que e es una direccién de recesién de X (p) y de
B (p), por lo tanto zp + Aep < —w, para todo z € B? (p) y todo X > 0, luego
ep < 0. Ademds, como e es una direccién de recesién de X' (p) es facil verificar
que e también es una direccién de recesién de K* (p)+, es decir, si zk > 0 para
todo k € K (p) entonces (z + Ae) k > 0 para todo A > 0, por lo cual, ek > 0
para todo k € K (p) y entonces e € K* (p)+, en particular, ep > 0, porque p €

int K (p). Luego ep = 0 y como intK*(p) = int (KZ (p)++> la, proposicién 1

implica que p € K’ (p)™ lo cual es imposible. En conclusién, X’ (p) N B’ (p)
no tiene direcciones de recesién distintas de cero, por lo tanto es acotado.
Ahora bien, como la funcién de utilidad V*? es continua en el conjunto com-
pacto X (p)N B?(p), alcanza un maximo en dicho conjunto, es decir, a los
precios p existe una solucién al problema de maximizacién del agente i, luego

Z'(p)#£2. =



4. Condiciones necesarias para el equilibrio

Definicién 1 (z,p) € R x Rﬁ es un equilibrio para la economia descrita si:

1. 2t € Z*(p) para todo i € T

Como puede observarse, estas son las propiedades estdndar que definen un
equilibrio. La primera requiere que, a los precios p, exista un vector de demandas,
una para cada individuo de la economia, tal que todos maximizan su utilidad,
y la segunda exige que tal asignacién de recursos sea factible, mds atin, que
la demanda agregada de activos iguale la oferta agregada, la cual se asume
constante e igual a cero.

Para una economia menos general que la anteriormente descrita, conformada
por dos agentes cuyas creencias no dependen de los precios de los activos, con un
numero finito de estados de la naturaleza y mercados financieros incompletos,
Carvajal y Riascos (2006) proponen una condicién necesaria y suficiente para la
existencia del equilibrio que denominan compatibilidad restringida. Su objetivo
es mostrar que con mercados incompletos la equivalencia de las creencias, que
es necesaria para que haya equilibrio en una economia con infinitos periodos y
mercados financieros completos, como lo demuestran Araujo y Sandroni (1999),
es demasiado fuerte, tanto que puede dejar de ser necesaria, es decir, puede
existir el equilibrio sin que esta se cumpla. Adicionalmente, Carvajal y Riascos
(2006) demuestran también que, si el mercado es suficientemente incompleto, la
condicién de compatibilidad restringida se cumple genéricamente en el espacio de
activos financieros, aunque las creencias de los individuos no sean equivalentes.

Aunque en este trabajo no se abordard la cuestién de la completitud del
mercado financiero, es conveniente senalar que el modelo propuesto contempla
los dos casos relevantes. Nétese que cada punto en Rf representa una muestra
distinta de los posibles retornos para cada uno de los A activos de la economia,
por lo tanto, en principio podrfa haber tantos retornos posibles para cada activo
como numeros reales. En tal caso, el activo i puede ser descrito como una
funcién «; : R — Ry, donde «; (s) denota el retorno de este activo si ocurre
el estado de la naturaleza s € R. Recuérdese que se supuso anteriormente que
hay un continuo de estados de la naturaleza posibles, tantos como puntos en
Rf. Esta representacion de los activos implica que el mercado financiero es
incompleto porque no es posible escribir toda funcién de R en Ry como una
combinacién lineal de un conjunto finito dado de funciones de R en R, en
particular, Sp (a1, ..., a4)" es un subconjunto propio de RE. Sin embargo, nada
en el modelo impide que se restringa la atencién al caso en el que los estados de
la naturaleza son un subconjunto finito de Rf, como lo hacen Carvajal y Riascos
(2006), por lo tanto, la representacién general de Hart (1974) de la estructura

TSp(at,...,an) = {kia1 + ... + kaaa : k1,...,ka € R} es la expansion lineal de los A ac-
tivos financieros.



financiera y de las expectativas de los agentes contiene, como casos particulares,
mercados completos e incompletos. Hecha esta aclaracién, se examinard ahora
la condicién de compatibilidad de la creencias propuesta por Carvajal y Riascos.

Definicién 2 Las creencias de j son compatibles de forma restringida con las
de i si no existe un z € R tal que p* ({r :r2<0}) =0, p’ ({r:rz2>0}) >0y
w ({r:r(—z) <0})=0.

Es claro que si existiera tal z € R, los individuos ¢ y j podrian realizar una
transaccién consistente en comprar y vender el portafolio z, respectivamente,
de la cual ninguno esperarfa obtener retornos negativos. Mds atn, en tal caso el
agente ¢ le asignarfa una probabilidad positiva a la posibilidad de derivar una
ganancia de dicha transaccién, por lo cual podria estar interesado en adquirir
cantidades ilimitadas del portafolio z que el individuo j le venderia, en tanto
que éste seria, cuando menos, indiferente entre realizar la transaccién o dejar de
hacerla.

Para una economia con més de dos agentes, la compatibilidad restringida de
las creencias entre pares de agentes es también necesaria para la existencia del
equilibrio, pero ya no la garantiza. Es posible que un individuo no encuentre
una oportunidad de arbitraje como la anteriormente descrita, si se restringe a
realizar inicamente transacciones bilaterales con cualquier otro agente, pero que
pueda sacar provecho ilimitado de todo el mercado, si satisface su demanda por
activos con las ofertas de varios individuos simultdneamente. Por esta razon,
es necesario generalizar la nocién de compatibilidad de las creencias para una
economia con un numero finito, pero arbitrariamente grande, de agentes.®

Definicién 3 A los preciosp € Rf, las creencias de los agentes son compatibles
de forma restringida si no existe un z € R tal que:

1. 3 27=0

jET
2. 1 (p, {7" cred < 0}) =0, Para todo 5 € T.
3. ul (p, {r crzt > 0}) > 0, para algun i € L.

Es fécil verificar que esta condicién sobre las creencias es necesaria para la
existencia del equilibrio en la economia £, como se establece a continuacion.

Proposicién 2 Si(z,p) € RAYXRY es un equilibrio para esta economia (defini-
cion 1), entonces las creencias de los individuos son compatibles de forma re-
stringida a los precios p.

Demostracién Este resultado es una consecuencia inmediata del lema 1 de
Carvajal y Riascos (2006) y la demostracion, para la economia &, es muy seme-
jante a la que ellos proponen. m

8La condicion de compatibilidad restringida de la definicién 3 me fue sugerida por Alvaro
Riascos en una conversacion.
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La condicién de compatibilidad restringida de las creencias (definicién 3) es
equivalente, y semejante en su formulacion, a otras propuestas anteriormente en
la literatura. Hart (1974), por ejemplo, establece condiciones necesarias para
la existencia del equilibrio muy similares a las de la definicién 3, Hammond
(1983), expresa estas condiciones en términos de los soportes de las medidas
de probabilidad que definen las creencias de los agentes, Page (1987) y Werner
(1987), por su parte, enuncian condiciones necesarias y suficientes basadas prin-
cipalmente en la no existencia de precios que permitan el arbitraje y muestran
que, bajo ciertos supuestos, estas son equivalentes a las de Hart y Hammond.
Estas dos tltimas serdn examinadas en detalle a continuacién, para establecer
con precisién si se aplican también para el caso de una economfia en la que los
individuos estdn interesados en el consumo en el primer periodo.

efinicién os precios p € R4 se cumple la condicion necesaria de Hart
Definicién 4 A | i R0 le 1 dicidé ia de H
8t no existe un z € tal que:

(1974) si ] RAY tal ¢

(H1) > 27 =0

jeT

(H.2) 27 es una direccion de recesion de X7 (p) y Sijj (p)+S; E;7 (p) >0,

para todo j.

(H.3) ' (p, {r: 727 =0}) <1 para algin i.
Donde Sf = lim G, S7 = lm G B (p) = [i,,.0017% di? (p) y
E;j (p) = f{,wz<0} rz d,UJj (p)w

Observacién 1 Ndtese que, bajo nuestra definicion de los conjuntos de portafo-
lios factibles (3), las segunda parte de la condicién (H.2) es redundante.

En efecto, si 27 es una direccién de recesion de X7 (p) entonces 27 € K7 (p)*,
es decir, rz? > 0 para todo r en el soporte de p? (p), por lo cual p? (p, {r : rz < 0})
0 y, en consecuencia, E;7 (p) = 0. Como Sj > 0, por que u/ es creciente, y

claramente Ef7 (p) > 0 entonces §;‘E;” (p) + gj_ EZ3 (p) > 0.

Proposicién 3 Dado un p fijo, z € RAT satisface (H.1) - (H.3) si y solo si
cumple las condiciones 1, 2 y 8 de la definicion 3. Es decir, la condicién nece-
saria de Hart y la condicion de compatibilidad restringida son equivalentes.

Demostracién Supongamos que existe un z € R47 que cumple (H.1) - (H.3),
como 2z’ es una direccién de recesién de X7 entonces 2/ € K’*, por lo tanto,

9Hart s6lo considera precios contenidos en el simplex A = {p S Rﬁ : > Pa= 1}. Esta
acA

normalizacién es vdlida y conveniente, dado que los idividuos sé6lo se interesan por el valor
esperado de su utilidad. Para el caso presente, existe implicitamente un bien de consumo, a
saber, la riqueza, que tiene un precio numerario en funcién del cual se expresan los precios
de los activos. En otras palabras, en la economia £ los precios ya han sido normalizados
implicitamente, por lo cual es importante considerar vectores de precios para los activos en
todo el conjunto Rf_.

10En principio, es posible que §J_ = 00, y se asume que 0 X co = 0.
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para todo r € S/, rz > 0, lo cual implica que W ({r rel < 0}) = 0. Ahora
bien, por (H.3) existe un i tal que p* ({r UCHES 0}) <1lo,en forma equivalente,
existe un r € 5’7 tal que 7z' # 0, como z' € K77, entonces rz’ > 0 y se sigue
que p' ({r rzt > O}) > 0.

Ahora supéngase que z € R4 cumple 1 - 3 (de la definicién 3). Por la
condicién 2, sabemos que M (p, {r tr2d < 0}) 0, para todo j € Z, por lo
tanto, para todo r € S, rel > 0, es decir, ¢/ € KJ"r Entonces, si z € Xj,
r€S;y A>0, es claro que r (:r + )\ej) + wg > 0, luego e/ es una direccién de
recesién para X7. Finalmente, por la condicién 3, existe un ¢ € Z para el cual
X ({7" crzt > 0}) > 0, en particular, p; ({r trZt = O}) <l =m

Hammond (1982) introduce otra condicién sobre los soportes de las expec-
tativas, que luego Werner(1987) interpreta como una condicién de no arbitraje
en un modelo mds general que incluye activos y bienes. Ademads, Hammond de-
muestra que, bajo el supuesto (A.12), ésta es equivalente a la condicién necesaria
de Hart (definicién 4).

Definicién 5 Se dice que los agentes de la economia tienen expectativas trasla-
padas (overlapping expectations) en p si () intK? (p) # &.

JjET
Proposicién 4 Bajo el supuesto (A.12), los agentes tienen expectativas trasla-
padas en p si y solo si la economia satisface la condicion necesaria de Hart.

Demostracion Esta proposicién es sencillamente el teorema 1 de Hammond (1982)
|

Proposicién 5 Bajo el supuesto (A.12), los agentes tienen expectativas trasla-
padas en p si y solo si éstas son compatibles en forma restringida.

Demostracién Esta equivalencia es una consecuencia inmediata de las proposi-
ciones 3y 4. m

Proposicién 6 La condicion de expectativas traslapadas es necesaria para la
existencia del equilibrio en la economia E.

Demostracién Lo anterior se sigue directamente de las proposiciones 5 y 2. ®
Ahora bien, como lo seflala Hammond(1983), siguiendo a Green (1973), una

condicién necesaria mds fuerte es que p € (] intK” (p). La afirmacién de Ham-
jeET
mond se aplica, sin embargo, a una economfa en la que los agentes no derivan

utilidad de su riqueza en el primer periodo, pues éste es precisamente el caso
de su interés. A pesar de ello, como se mencioné anteriormente, el teorema 1
implica que esta condicién también es necesaria para la existencia del equilibrio
en la economia £.

Corolario 1 Dado el supuesto (A.12), sip € ]R_‘a es un vector de precios de

equilibrio para la economia €, entonces p € () intK’ (p).
JjeET

12



Demostraciéon Basta con observar que si p € Rﬁ es un vector de precios de
equilibrio para la economfa £ entonces, por la definicién de equilibrio, Z7 (p) # @
para todo j € Z y de esta manera el teorema 1 implica que p € () intK” (p). m
JET

Hammond demuestra también que la condicién de expectativas traslapadas
es suficiente para la existencia del equilibrio en la economia de intercambio de
valores propuesta por Hart(1973). En efecto, el teorema 2 de Hammond (1984)
establece que bajo los supuestos (A.1), (A.2), (A.4) y (A.6) de Hart y sus propios

(A.10) y (A.11),si () intK’ (p) # @ para todo p, entonces existe el equilibrio. En
JET
la siguiente seccién se mostrard por medio de un ejemplo que en una economia

idéntica a la de Hart, pero en la que los individuos valoran también el consumo en
el primer periodo, las hipétesis del teorema 2 de Hammond (1984), en particular
la condicién de expectativas traslapadas, no garantizan que exista un equilibrio.
Es importante anotar que Page (1987) también propone un ejemplo en el que
muestra que la condicién de expectativas traslapadas no es suficiente para que
se de el equilibrio (jEn el modelo de Hart (1974)!), sin embargo, en su ejemplo
no se cumple el supuesto (A.10) que es parte de la hipétesis del teorema.

5. Ejemplo

Supéngase una economia conformada por dos agentes, Z = {1,2}, y un
mercado de dos activos. En el primer periodo los dos individuos reciben una
dotacién inicial de riqueza positiva e igual a w; y se abren mercados para dos
activos financieros cuyos retornos se pagan en el segundo periodo. El activo 1 es
libre de riesgo y ofrece, con certeza, un retorno igual a 1, el activo 2, en cambio,
ofrece un retorno riesgoso (contingente al estado de la naturaleza futuro) y los
agentes se forman distintas expectativas sobre el mismo con base en el precio
al que éste se transa en el mercado. Mds especificamente, si po es el precio del
activo 2, el individuo 1 le asigna una probabilidad de % al hecho de que éste
ofrezca un retorno de %pg + ¢, para € > 0, y considera igualmente probable que
dicho retorno sea de %pg + 0,5¢. Por su parte, el individuo 2 cree que el retorno
de este activo puede ser %pg + 0,6¢ o %pg, y le asigna la misma probabilidad
subjetiva a estos dos eventos. Como puede observarse, la anterior descripcién
define exhaustivamente dos funciones p! y p? de Ri en M (Ri) Msés atn, las
creencias que estas funciones representan satisfacen el supuesto de expectativas
traslapadas para todo p € Ri, como se ve claramente en la figura 1.!

Los conjuntos de presupuesto tienen la forma habitual, a saber, B! (p) =
B%(p) = {2 €R?:w; —pz >0} y los conjuntos de portafolios factibles son
tales que se impide a los individuos planear caer en bancarrota en los estados
de la naturaleza a los que les asignan una probabilidad positiva, formalmente,
X'(p) = {z€R*:Vr e S (p),ws + 72 >0}, para todo i € Z, y se supone
ademds que wy > wy > 0.

La funcién de utilidad por riqueza de cada individuo es lineal, mds atin,

" Tanto en la figura 1 como en el resto del ejemplo C? (p) =intK* (p).
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Figura 1: Figura 1

u! (w) = u? (w) = w y la utilidad de los individuos es la suma de su utilidad
por riqueza en el primer periodo y el valor esperado de su utilidad en el segundo
periodo. De esta manera,

1 1 1 1
Vi(p,2) = wo—p121—p222+§ <2’1 + (2192 + 5) Z2)+2 <2’1 + (2192 + 0,55> 22) y

V2( = — — 1 1 0.6 1 1
P, z) = Wy — P121 P222+2 21+ 2p2+ ,06€ | 22 +2 21+2p222

o0, rescritas de otra forma,

1
Vi(p,z) =wo+ (1 —p1) 21 + (07758 — 2172) 22y

1
VZ(p,z) =wo+ (1 —p1) 21 + (0735 - 2102) 22
Noétese que esta economia es un caso particular de la economia £ y tam-
bién que satisface todas las hipétesis del teorema 2 de Hammond(1984). En
efecto, dado que las funciones de utilidad son lineales satisfacen los supuestos
(A.1) y (A.2). Intuitivamente, es claro que las funciones pu' y u? satisfacen el

14



supuesto (A.4), ya que las medidas de probabilidad u* (p) y u? (p) cambian con-
tinuamente ante cambios en p.'2 Dado que los conjuntos de portafolios factibles
tienen la forma general de la expresion (3) entonces, como lo senala Hammond,
éstos cumplen los supuestos (A.6) de Hart (1974) y (A.10) y (A.11) de Ham-
mond (1983). Por dltimo, es claro que los dos agentes de esta economia tienen
expectativas traslapadas, como se muestra en la figura 1. En resumen, la tnica
diferencia relevante entre esta economia y la que se considera Hammond (1983)
es que en ésta el consumo en el primer periodo genera utilidad.

Ahora se demostrara por contradiccién que no existe un equilibrio para esta
economia. Supdngase entonces que p € Rﬁ_ es un vector de precios de equilibrio,
por el corolario 1, esto implica que p € C1 (p) N Ca (p) y, para la economia que
aqui nos concierne, esta condicién es equivalente a:

P2 P2 P2
—+0,5 — < =406 4
2+,5<p1<2-|—,6 (4)

Ahora se considerardn por separado dos casos. Primero, si 0 < p; < 1,
entonces es claro que V' y V? son estrictamente crecientes en z; y, por lo
tanto, la asignacién de equilibrio correspondiente debe satisfacer la restriccién
de presupuesto w; —pz > 0, con igualdad, para los dos agentes. En efecto, como
los elementos de los soportes de las medidas de probabilidad ! (p) y u? (p) son
positivos, (1, 0) es una direccién de recesién de X (p), por lo tanto, si 2 € X* (p),
pero wy —pz > 0, existe un A >0 tal que 2=z + (1,0) A € X; (p) y w1 — pZ =
wy — pz — Ap1 = 0. Claramente V! (p,2z) > V! (p,2), luego z no puede ser
una asignacién de equilibrio. Resumiendo, si 2! y 22 fueran las asignaciones
de equilibrio con p; < 1, entonces wy — pz' = w1 — pz? = 0, y como w; > 0,
se deduce que z' + 22 # 0 , es decir, 2! y 22 no pueden ser asignaciones de
equilibrio, por lo tanto p; > 1.

Ahora bien, si p; > 1, se mostraré inicialmente que las demandas por activos
que maximizan la utilidad de los individuos de esta economia se encuentran en
la frontera de sus conjuntos de portafolios factibles. En el caso que aqui nos
concierne, cada uno de estos conjuntos estd determinado por dos desigualdades
lineales, como se observa en la figura 1, a saber,

Xl(p):{26R2:zl—|—(1%2—!-0,56)22Z—w2y21+(%+6)222—w2} y

XQ(P):{Z€R2221+p*22222*w2YZ1+(%+0,65)222*102}.

12Formalmente, sea (p") una sucesién en Ri tal que p™ — py B € B(Rﬁ_), entonces
ul (p, B) = % (xs (1, %p" +e)+xp (1, %p” +0,5¢)), donde x5 : RZ — {0,1} es la fun-
cién caracteristica de B € B (RT) Ahora bien, si B es tal que u' (p,0B) = 0 entonces
(17 %p + 5) €intB o (1, %p + E) ¢ clB y lo mismo se cumple para (1, %p + 0,55)7 en cualquiera
de los cuatro casos estos dos puntos pertenecen a conjuntos abiertos contenidos en B o en B€,
por lo tanto u! (p™, B) — u® (p, B) y, por el teorema de Pormateau (Ver, por ejemplo, Alipran-
tis y Border, 1994. Teorema 12.3) u! (p™) converge débilmente a u! (p). Con un argumento
muy similar se puede mostrar también que u2 es continua en la topologia de convergencia
débil de medidas de probabilidad.
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Si p1 > 1, entonces para cada individuo una de estas desigualdades se satisface
con igualdad, més especificamente, si 2* € Z! (p) y 22 € Z2 (p) entonces, como
se demostrard en seguida:

7+ (% + 0,55) 2y = —Wsy y (5a)
2 b2 2 _
21 + (5 + O,65> 2y = —Ws (5b)

Supéngase entonces que z! € X! (p) N B! (p) pero que z{ + (%2 + 0,56) 2>
—wsy. Claramente, existe un § > 0 tal que z{ — (%pg + 6) 5—&—(%2 + 0,56) (z% + (5) =
21 + (B2 +0,5¢) 23 — 0,566 = —ws. Sea (21,%3) = (21 — (3p2+¢) 0,25 +6) ,
entonces:

~ 1 1
V! (p,2') =wo+ (1—p1) (z} - <2p2 + E) 6) + (0,755 - 2p2> (23 4 0)

1 1
=yt (pvzl) + <p1p2 + (2p1 — 2> € — 2p2) 55

Por (4), en equilibrio se cumple que 2ps < p1p2 + 1,2p1€, y como p; > 1, se
sigue que p1p2 + (2p1 — 3) € > pip2 + (2p1 — 5p1) € = p1p2 + 1,5p1e > 2py. Asi,
pip2 + (2p1 — 1) e —2p, > 0y, por lo tanto, V! (p,z') > V! (p,z'). Ademss,
se puede verificar fécilmente que zj + (B +¢) 2} > —wy y wy — pz* > 0 por lo
cual, 2! € X! (p) N B! (p), a partir de lo cual se concluye que z! ¢ Z1 (p).

Utilizando un argumento muy similar, puede mostrarse que si 22 € X2 (p) N
B? (p) pero 27 + (%2 + 0,68) 23 > —wsq, entonces existe un § > 0 tal que 2% =
(zf + (5%2,23 - (5) € X2(p)n B%(p) y V? (p, 22) > V2 (p7 22), por lo tanto,
2 ¢ 2% (p).

En resumen, si p es un precio de equilibrio con p; > 1y 2!, 2
das por activos correspondientes, entonces éstas satisfacen las ecuaciones (5a) y
(5b), respectivamente. Sin embargo, como se mostrard a continuacion, si 21, 22
son portafolios de activos arbitrarios en R? que satisfacen dichas ecuaciones,
2! 4+ 22 # 0, es decir, éstas no pueden ser asignaciones de equilibrio.

Como se puede ver claramente en la figura 1, el mayor valor que puede
tomar z4 corresponde a la interseccién entre la restriccién de presupuesto y
(5a). De manera similar, el minimo para 25 dentro del conjunto de portafolios
factibles se da en la intersecciéon entre la recta p1z1 + paze = wy y (5b). Es

decir, si 2! € X'(p) y 22 € X2(p), entonces 2z} < % y 25 >
2

. Adicionalmente, si 2* + 22 = 0 entonces 25 = —z4, por lo cual

2 son las deman-

wi+p1wa
p1P2
pP2— 5 —0,6p1e
__ witpiway < Jl < w1+piwz
p2—F2 —0,6p1e — 72 = p2a—2F2 —0,5p1€”’
2+ (%2 + 0755) 28 = —wyy —21+ (%2 + 0766) (7221) = —ws, lo cual implica que

23 = (Q)Lﬁ De lo anterior, se deduce que una condicién necesaria para que exista
;

y ademds se cumplen (5a) y (5b). Asi,

un equilibrio en esta economia es que para algiin vector de precios p € Ri, dado
p1 > 1 fijo, se cumpla la siguiente desigualdad:
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w1 + prws 2w

1 w1 + prws
- Dib2 < <

D2 — 2 076p16 0716 b2 — p12pz - 075p15

o, en forma equivalente,

1 2wy 1

_ < < 6
p2 — B2 —0,6pie ~ 0,1le (w1 +prw2) ~ p2 — B2 —0,5pie (©)

La figura 2 ilustra la situacién previamente descrita para el caso en que
pr =15, wy =2, wy =1y e = 1. Las curvas sélida y a trozos representan
los distintos valores que toman los términos del lado izquierdo y derecho de
la desigualdad (6), respectivamente, para distintos valores de po, y la recta
horizontal el valor del término del centro. Las rectas verticales determinan el
rango de valores para los cuales py satisface la condicién (4), dado el valor de
p1- Es claro entonces que con estos valores para pi, € y las dotaciones iniciales,
no existe un py de equilibrio para el que se cumpla la desigualdad (6). Ahora
se demostrard que el resultado obtenido no depende de la eleccién de un valor
particular para p;.

30T

2.0 25

Figura 2

Considérese un valor fijo para p; > 1, se puede verificar ficilmente, como

lo ilustra la figura 2, que los términos — L L son
& ! pa— P2 —0,6p1e Y p2— 72 —0,5p; e

creciente y decreciente en ps, respectivamente, en el intervalo % + 0,5p1e <
p2 < P22 4 0,6p1e.'® Mds aun, existe un valor de py en este intervalo para el

1,1
2’_7’;115, por lo tanto,

la desigualdad (6) sélo puede cumplirse en este intervalo si 22 + 0,5p1e <

cudl los dos términos toman el mismo valor, a saber p5 =

* : i 2p; 1,1pie : : _ 2p
p2 < ps, es decir, si 2_1910,55 < p2 S S Ahora bien, si py = 2_p10,55
1 o 1 . .
entonces — m—pm——— ~7 o6 = 0,100 Sib embargo, si wy > wi, como se supuso desde

P1

13Por la condicién (4), por fuera de este intervalo no existe el equilibrio.
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un comienzo, es claro que (015)(30% < ﬁ y para cualquier otro valor de ps
LI |
p

2p1 1,1pie : 2w,
500,58 < pp < S, se tiene que Gy < e o

con lo cual se concluye que no existe un ps de equilibrio para el que (6) se
cumpla.

Tras haber considerado los dos casos 0 < p; < 1y p; > 1 se concluye que no
existe un vector de precios de equilibrio para esta economia'?, a pesar de que,
para todo p € Ri, se cumple la condicién de expectativas traslapadas.

Es importante anotar que Hart (1974) considera un supuesto que no ha
sido tenido en cuenta hasta ahora en este articulo, de hecho, fue remplazado
por uno mucho més débil. El supuesto (A.3) de Hart establece que existe un
conjunto acotado C en Rﬁ tal que p'(p,C) = 1 para todo p € Rﬁ y todo
t € Z. Es claro que éste no se cumple en el ejemplo propuesto, en efecto, los
conjuntos |J S?(p) no son acotados. Aunque Hammond (1983) no exige que

peR?
se cumpla el supuesto (A.3) en su demostracién de la existencia del equilibrio
(teorema 2) es interesante preguntarse qué ocurre en la economia & si se impone
esta condicién. En la seccién 6 se demostrard que bajo un supuesto atin més
fuerte, a saber, que las creencias de los agentes no dependen de los activos, caso
en el cudl se cumple trivialmente la condiciéon (A.3), existe el equilibrio en el
mercado financiero.

en

6. Condiciones suficientes para la existencia del
equilibrio

Como lo sefiala Hart (1974), para el caso en que las creencias de los indi-
viduos sobre los retornos futuros no dependen de los precios de los activos, las
condiciones necesarias enunciadas en la definicién 4 son también suficientes para
que exista el equilibrio. Esta afirmacién es igualmente vélida para la economia
&, aunque ésta difiera de la propuesta por Hart en que aqui se considera que
los agentes derivan utilidad del consumo en el primer periodo. Sin embargo, la
demostracién de la existencia del equilibrio que propone Hart (1974) usando el
supuesto (A.3), que es més débil que el de expectativas constantes en los pre-
cios, no es aplicable a la economia £. La razén es que en esta demostracion,
Hart (1974) utiliza un resultado, a saber, el lema 1, que no se cumple cuando
los agentes valoran el consumo en el primer periodo.

El mencionado lema 1 de Hart establece que, bajo los supuestos (A.1) - (A.3),
sip € RY y z,e € R4, entonces vk (p,z + Xe) > vk (p, 2z), para todo A > 0, si
y solo si R R

SEE (p) + S, EZF (p) > 0.(Véase la definicion 4) (7

. La funcién de utilidad V* difiere de la que se propone aqui precisamente
en que no incluye el término u* (w — pz) que representa la utilidad derivada

MPara el caso en que p1 = 0, la no existencia del equilibrio se deduce trivialmente. En
efecto, Z1 (0,p2) = Z2 (0,p2) = @.
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del consumo en el primer periodo. Si se incluye este término y los conjuntos de
portafolios factibles tienen la forma de la expresioén (3), puede ocurrir facilmente
que (7) se satisfaga y atin asf exista un A > 0 tal que V* (p,z + Xe) < V* (p,z).

En efecto, como se mencioné anteriormente, en la economia £ la desigualdad
7 se cumple trivialmente si e es una direccién de recesion de X* (p) o, en forma
equivalente, si e € K* (p)+, y en tal caso ésta es independiente del valor que

. z k z k .
tomen los limites lim Cili y lim ‘ZL que, a su vez, son una medida de la
w——oo W w

concavidad de la funcién u* y, por lo tanto, del grado de aversién al riesgo
del agente k. En términos generales, lo que se pretende senalar aqui es que la
concavidad de la funcién u* puede ser irrelevante para determinar si se cumple
o no (7).

Supdngase, por ejemplo, que

VF(p,2) = —exp (— (w — pz)) — exp (— (w + 0,2521 + 0,2525))

y sea e = (1,1). Es obvio que e es una direccién de recesién de X%, sin em-
bargo, V¥ (p,0) = —2exp (—w) y V¥ (p,0 + Xe) = —exp (— (w — p1A — p2))) —
exp (— (w + 0,51)). Claramente, existe algin A>0 y un vector de precios p tal
que V¥ (p,0 4+ Xe) < V¥ (p,0).

Este ejemplo justifica entonces la necesidad de proponer una demostracién de
la existencia del equilibrio en la economia &£, como la que aparece en la siguiente
seccién, incluso a pesar de que los supuestos bajo los cuales se establece aqui
dicho resultado sean mds fuertes que las condiciones exigidas por Hart (1974).

Por tltimo, se puede anotar también que la equivalencia que plantea Page
(1986) entre la condicién de no arbitraje que el mismo propone, la condicién
necesaria de Hart (1974) y la de expectativas traslapadas de Hammond (1982)
se cumple para la economia descrita en el modelo de Hart (1974), pero no
necesariamente para la economia £. De hecho, las demostraciones de Page de
dichas equivalencias estdn basadas en el lema 1 de Hart.

7. Demostracion de la existencia del equilibrio

Definicién 6 Se dice que las creencias del agente i excluyen el cero si 0 ¢
St (p), para todo p € Rﬁ

Observacién 2 Dado que el conjunto S®(p) es cerrado, se deduce inmediata-
mente de la definicion anterior que las creencias del agente i excluyen el cero si
y solo si no existe una sucesion en S" (p) que converja a cero para todo p € Rjﬁ.

Lema 1 SeanSQRﬁ, weRy y X = {:Z:E]RA:VTGS,rm—!—wZO}. Si no
hay una sucesion en S que converja a cero entonces existe un v € Rf_ tal que
X +vC K™, donde Kt es el polar del cono convexo generado por S.

Demostracién Como se mencioné anteriormente, K+ = {x eERA:Vre S re> 0}.
Con el fin de obtener una contradiccién, supéngase que no existe un v € Rﬁ tal
que X +v C KT, es decir, que para todo v € Rﬁ existen z¥ € X y r¥ € S tales
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que ¥ (z¥ +v) < 0, por lo cual, z¥ +v ¢ K*. En particular, para todo n € N

positivo, existen ™ y " tales que r™ (2" + 1n) < 0 o, en forma equivalente,
rita < —n f: 77, donde 1 es un vector en R con todas sus cordenadas iguales
i=1 B
al,ycomoz, €Xyr, €S entonces r,z, > —w, por lo tanto n Y i < w.
Dado que lj anterior desigualdad se cumple para todo n € N positlizvlo se con-

cluye que Z ri* — 0 a medida que n — 00, y como r" € R entonces " — 0,

lo cual contradlce la hipotesis de que no hay sucesiones en S que converjan a
cero. W

La demostracién del teorema 2, que aparece a continuacién, es una reelabo-
racion de la prueba correspondiente de Carvajal y Riascos (2006). Sin embargo,
la que se propone aqui es més general en varios aspectos, a saber, la economia
& estd conformada por mds de dos agentes, el nimero de estados de la natu-
raleza es infinito y los agentes pueden asignar probabilidades positivas a estados
en los que algunos activos tiene retornos iguales a cero. La estrategia de la
demostracion es estdndar, primero se construye una sucesién de economias aco-
tadas para las cuales existe el equilibrio. Luego, para demostrar la existencia de
estos equilibrios, se define convenientemente una correspondencia a la que pueda
aplicarse un teorema de punto fijo, en este caso el de Kakutani. Finalmente, se
argumenta que a partir de cierto punto en la sucesién de economias acotadas el
equilibrio reside en el interior de la mismas y entonces es también un equilibrio
de la economia no acotada. Hart (1974) y Page (1987), entre muchos otros,
usan estrategias de demostracién muy similares.

Teorema 2 Supdngase que las creencias de todos los agentes no dependen de los
precios de los activos, excluyen el cero y son compatibles en forma restringida,
entonces existe el equilibrio competitivo.'®

Demostracién Sean P = {p = (po,p) € Ry x RY : Zf:o Do = 1} yn €N
fijo.

Para cada k € Z, se define la correspondencia de presupuesto truncada BE :
P = RAHL ast:

po(wo—ZO)—pZZO
Vr e SF wh +1rz>0
0<2z < (n+1)wh
Vae A, —n<z,<n

Bf (p)={2z=1(20,2) e RxR":

Es f4cil verificar que esta correspondencia es de valores no vacios, compactos
y convexos, y hemicontinua superior. Témense n € N | k € Ty pe P fi-
jos, es claro que, z = (0,0) € BF (p), luego Bk( ) # @. Ahora, sean B, =
{(20,2) € R x R : po (wh — z0) — pz > 0}, B, = {(20,2 eRxRA wk +7rz >0}
yBQ—{ 20, 2 ERXRA 0<2z < (n—|—1)w’0C A VaeA —n<za§n} B;

-

los
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es cerrado porque es la preimagen de un intervalo cerrado en R bajo la funcién
continua f : Rx R4 — R definida por f (29, 2) = pozo+pz. Cada B, es cerrado
porque es el producto de un cerrado en R4 (la preimagen de un cerrado bajo una
funcién continua) con todo R. Ademds es evidente que By es compacto, porque

es el producto de compactos. Como B (p) = By N (] B, N By es la inter-
reSk
seccién de cerrados y un compacto, se concluye que éste también es compacto.

Noétese adicionalmente que, By es el semiespacio inferior cerrado determinado
por un hiperplano en R x R4, cada B, es el producto de un semiespacio inferior
cerrado en R4 y todo R y B es una caja en R x R4, es decir, el producto de
A + 1 intervalos cerrados en R. Cada uno de estos conjuntos es convexo y por
lo tanto su interseccién, BE (p), también lo es.

Para probar la hemicontinuidad superior, se toman n y k fijos y se definen
las correspondencias B : P = R4*! y B : P = R4t como:

f’)ﬁ(p):{(zo,z)eRxRA:po(wg—zo)—pzzo} y

Vr e Sk wk +rz>0
B, (p)={z=1(2,2) ERxRA: 0<2 < (n+1)wh
Vae A, —n<z,<n

La grdfica de Besel conjunto {(p, z) = (po, P20, 2) € PXxRATL | py (w’g — zo)
Dado que la funcién g : PxRAT! — R definida por medio de g (p,z) =
po (w§ — z0) — pz es continua, se sigue que la gréfica de B, que es la preimagen
del cerrado Ry bajo la funcién g, es cerrada. En otras palabras, la correspon-
dencia B es cerrada.

Nétese que la correspondencia B es constante en P, en efecto, para todo
peP, B(p) = () B, N B,. Adicionalmente, la preimagen inferior de un

reSk
conjunto A C RA*! bajo la correspondencia B es, por definicién,el conjunto

l

reSk

Sea F un subconjunto cerrado de RA*!, entonces se sigue de lo anterior que
B (F)=Po B (F) = @, en cualquier caso B (F) es cerrado en P. Por el

lema 14.4 de Aliprantis y Border (1994) se concluye que la correspondencia B es
hemicontinua superior y es claro que ésta es de valores compactos. Finalmente,
por el teorema 14.24 de Aliprantis y Border (1994) se concluye que BE = BNB
es hemicontinua superior.

BF también es hemicontinua inferior, la demostracién es idéntica a la que
aparece en Carvajal y Riascos (2006), haciendo algunos cambios menores, por
lo cual no considero relevante reproducirla aqui.

Aplicando el teorema del méximo a la correspondencia BF y a la funcién
continua v* (z9,2) = u* (20) + [ u® (w1 +72) du” (p), se deduce que la corre-
spondencia de demanda individual acotada, Z* : P = RA+! definida como:
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2t () = arg_mix o (z0) + [ 0 (w4 r2) di 9),
z€BY (p)

es hemicontinua superior y de valores no vacios y compactos. Ademads, es-
ta correspondencia tiene valores convexos, como se demuestra en seguida. En
efecto, la funcién u* es monétona y céncava, a su vez, h, (z) = w¥ + rz es
lineal en z, luego la funcién compuesta u* o h, es céncava, y como v* (zg, z) =
uF (20) + [ (w1 4 r2) du® (p) es la suma de funciones céncavas, entonces ésta
también lo es y, por lo tanto, es cuasicéncava.

Sean z! € ZF (p) y 2% € ZF (p), de lo anterior se sigue que para A € [0, 1]:

ub (Azg + (1= N)23) + /uk (wh + 7 (A" + (1= N) 22)) du” (p)
> b (20) + /uk (w* +r2") dp* (p)

=uF (2) + /uk (w* + 722) dp* (p)

Por lo tanto, Az! + (1 — \) 2% € ZF (p).
I
k A
0,(n+1) Zwol x[—In,In]”. Se define ahora, ® : P x N,= P x N,
k=1

SeaN,, =

por medio de:

I I
® (p,z) = (argglggpo (Zo - Zw§> +pZ> x (Z zZ" (p)>
k=1 k=1

La correspondencia ® se puede representar como el producto ®, x ®,,, donde
®.:N,=Py®,: P =N, se definen como:

I

I
. (2) = argmdxpy <ZO - Zw?}) +pzy ®,(p) =Y Zk (p)

k=1

I

Dado que P es compacto y la funcién g (p,z) = po (zo — Zw§> — pz es
k=1

continua, el teorema del mdximo implica que ®, es hemicontinua superior y

de valores no vacfos y compactos. Por su parte @, es la suma finita de corre-
spondencias hemicontinuas superiores de valores compactos y entonces, por el
teorema 14.31 de Aliprantis y Border (1994), es hemicontinua superior y de val-
ores compactos. Como el producto de correspondencias hemicontinuas de valores
compactos es igualmente hemicontinua superior y de valores compactos, segin
el teorema 14.27 de Aliprantis y Border (1994), se sigue que ® es hemicontinua
superior y de valores no vacios y compactos.
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Ademsds, para todo (p,z) € P x N,,, ® (p,z) es convexo. En efecto, para
I

z € N, fijo, la funcién g, (p) = po (zo — Zw§> — pz es céncava en p, de lo
k=1

cual se sigue que el conjunto @, (z) es convexo, por un argumento similar al que
se utilizé para demostrar la convexidad del conjunto Z¥ (p). Como la suma y el
producto de convexos son convexos se concluye ® (p,z) es convexo.

Dado que ® satisface la hipétesis del teorema de punto fijo de Kakutani,
entonces existe (P, 2,) € ® (Pn, Zn)-

I

I
Noétese que, como z, € E Zk (pn = g zF, para zF = (z,’i,o,zﬁ) €
k=1 k=1

I
be (pn), entonces, por la monotonicidad de las preferencias, py, ¢ (Zn,o — Z w’é) +
k=1

DPnzn = 0.
I

Ahora bien, como p,, € arg maxpo <zn 0— Z w0> +pzy, se sigue que 2z, o —
k=1

Zw§ <0y 2z, <0. Ademds, como p, > 0, si z,,, < 0 para algin a € A,

I
entonces p,,, = 0, de lo contrario py, o (Zn,o — Zw§> 4+ Pnzn < 0. Sea e €
k=1
RA definido ast: e¢ = 0, si i # ay el = 1, si i = a, entonces v¥ (29,2) <
v* (20, 2z + Ae?) para todo A > 0 porque, por hipétesis, int K, es no vacio, luego
existe al menos un 7 € S* tal que r, > 0. Ahora supéngase que zﬁa < n,

entonces existe un A > 0 suficientemente pequeno tal que (zn 05 2K 4+ Xe? )

B (pn) pero esto no es posible porque (2% o, 2F) € ZF (p,), luego zk . =,

para todo k € Z y entonces z,, = In > 0 lo cual implica, por contradiccién,
que z, = 0.
De manera similar, si p, o = 0, para todo z& € ZF (p), 25 = (n+ 1) wf
I I
entonces z, 0 — Zwo = nZwO > 0, porque se asume que w§ > 0, lo cual

k= =1
contradice un resultado anterior. Esto implica que p,,0 > 0y, por lo tanto, que

I
Zn,0 — ng =0 ; dado que Pn,0 (Zn,() - Zw§> + PnZn = 0 Y zZn = 0.

k=1 k=1
De lo anterior se sigue que — 2k = 1 — 27 | es acotado en n
a Pn opn n Pn op" n 5
ik
_ ok k
p =wf —zk oy 2k, >0, porlo cual — E wo_p Opnzn—w()a
J#k

k k

entonces z,, o = Wy — k

z¥ v, en consecuencia, la sucesién es ( 2y 0) es acotada.

Ahora se debe mObtrar que z¥ también es acotado. Supéngase entonces que
existe un j € Z tal que la sucesién (zj) es no acotada. Es claro que 2} € X7 =
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{z ERA:Vre S, rz+w> 0} para todo n y ademds, por el Lema 1 existe un
= Rf tal que X; + v? C K7*_ por lo tanto, la sucesién formada por todos los
z) = 2zJ + v’ estd contenida en K’T y es no acotada. De manera similar, existe
un v* € R para todo k € 7 tal que 2} = zF + v* € K**, para todo n.

Por hipétesis, () intK* es no vacio y, por la observacién 3 (apéndice), es
kel

+
claro que K*+ C ( N inth> , para todo k € 7, ademds, por el teorema 6.5
keT

de Rockafellar (1970), () intK* = int () K. Asi, la proposicién 1 implica que,
keZ kel

++ +
para todo p € int( N Kk> = (N intK* y para todo z € < N inth>
kez kez kez

distinto de cero, pz > 0. Ahora bien, sea p € () intK* entonces, como z¥
keT

+ +
€ < N inth) para todo n y todo k € Z, en particular zJ € ( N inth) ,
kel keT
entonces Pzl — coy P Y. 28 — oco. Sesiguequep Y. ZX =p Y X 4+p > ok —
kET kET kET keT

00, por lo tanto p Y z,’i — 00, lo cual es imposible porque, como se demostré
keT

anteriormente, Y. zF = 2, = 0. En conclusién, la sucesién (z

kez
todo k € 7.
Lo anterior implica que existe un M acotado tal que z*= (z,’io,z,’j) e M
para todo n y todo k € Z, y como la sucesién de conjuntos (intIN,) es cre-
ciente y no acotada, es claro que existe un L € N tal que M C intN; para

todo [ > L, por lo tanto, para todo [ > L la sucesién (zk) estd contenida en

k

n) es acotada para

n

intN;. Ahora se demostrard, aplicando la proposiciéon 1 de Hart (1974), que

<2L, IZ—LO> es un equilibrio para la economia no acotada. Primero, recuérdese

que pro > 0, Zﬁ,o = wk - ppLLO zf y o> zf = 0, ademds si p;, = p’lLO, entonces
’ keZ ’
Z§ (p) = arg méx u”(z) + [u¥ (wf +rz) dp” (p) = arg méx V¥ (py,2).
k k
zEB (p) z€B} (p)

Ahora supdngase que zi ¢ ZJ(pr) para algiin j € Z, entonces existe un
2* € 79 (pr) tal que VI (pr, z*) > VI (ﬁL, ZJL), como V7 es una funcién céncava

en su segundo argumento y zf €int Ny, entonces existe un A € (0, 1) suficiente-

mente cercano a 1 tal que, para z* = Azp 4+ (1=N)z"y 22’0 = wk —prz? se

cumple que V7 (ﬁL, z>‘) > Vi (f)];, zi) y (22’0, z>‘) € BJ (p), lo cual es imposi-

ble porque zJ, € ZJ (p). En conclusion, z¥ € Z¥ (p1) para todo k € Z, luego
(z1,,P1) es un equilibrio para la economia no acotada. m

8. Conclusiones

Los principales resultados de este articulo pretenden enfatizar la importancia
de un aspecto del modelo de intercambio de activos que no ha sido considerado
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con suficiente detalle en la literatura. Considerar explicitamente el valor que
los individuos otorgan al consumo en el primer periodo, introduce diferencias
cruciales en el modelo que modifican las condiciones bajo las cuales existe el equi-
librio en la economia. Incluso en los casos en que estas condiciones coinciden,
dado un conjunto de supustos adicionales, la aplicacién para el caso que aqui
nos concierne no es trivial y exige modificar las pruebas sustancialmente,como
se destaco en las secciones 6 y 7. Mds atin, el ejemplo propuesto en la seccién 5,
debilita la contundencia de resultados previos altamente difundidos en la liter-
atura sobre mercados financieros, en particular, de la condicién de expectativas
traslapadas y sus equivalentes, al senalar detalladamente las implicaciones para
el modelo de incluir la modificacién propuesta para incorporar la utilidad ini-
cial. Cuando menos, este ejemplo cumple la funcién de hacer explicitos otros
supuestos sin los cuales no existe el equilibrio en el mercado de activos.

En lo que respecta a la demostracién de la existencia del equilibrio, aunque
parte de condiciones més debiles que la de Carvajal y Riascos (2006), es pre-
sumible que algunas de éstas se pueden relajar ain méas. En particular, el
supuesto de que las expectativas de los agentes no dependen de los precios de
los activos es demasiado fuerte y, a decir verdad, poco realista. Esta es, sin duda
alguna, una via de investigacién en la que ain se puede seguir desarrollando el
presente trabajo. En los modelos de Hart (1974) y Green (1973) se proponen
condiciones mds debiles que podrian resultar adecuadas para la economia an-
teriormente propuesta. Intuitivamente, la existencia del equilibrio no depende
linicamente de qué tan similares sean entre si las expectativas de los agentes,
como lo muestra el ejemplo expuesto en la seccién 5, sino también de que éstas
no se modifiquen drasticamente cuando los individuos observan cambios en los
precios. Los dos modelos senalados sugieren que la existencia de vectores de
retornos a los que todos los agentes les asignan probabilidades positivas, sin im-
portar cudles sean los precios de los activos, facilita o incluso garantiza que se dé
el equilibrio. Es bastate plausible que una condicién semejante, méds débil que
la que se asume en la demostracién del teorema 2, se aplique a esta economia.
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9. Apéndice

En este apéndice se incluyen las definiciones de algunos conceptos funda-
mentales del anédlisis convexo que fueron utilizados en el articulo. También se
enuncian sin demostracién ciertas propiedades elementales de dichos conceptos
que se deducen directamente de las definiciones o que fueron tomadas directa-
mente de Rockafellar(1970). Finalmente, se formula la prueba de la proposicién
1, que se us6 para demostrar los principales resultados del articulo.

Un subconjunto de R4 es un cono convezxo si es cerrado bajo la suma y bajo
la multiplicacién por un escalar positivo.

Si es S un subconjunto arbitrario de R4, el cono convero generado por S
se denota coS y es el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales no
negativas de los elementos de S. Nétese que coS es la unién del menor (bajo la
contenencia) cono convexo que contiene a S y el conjunto {0} C R“. En general,
un cono convexo no necesariamente incluye al origen.

Definicién 7 Sea K un cono convexo no vacio en R4, el polar de K es el
conjunto Kt = {a: eRA:Vke K, kx> O}, donde kx denota el producto punto
de estos dos vectores.'®

Se sigue inmediatamente de la definicién que K es un cono convexo cerrado.
Ademis se puede verificar ficilmente que K1, el polar de K7, es igual a clK,
la clausura de K.

Observacién 3 Sea K; y Ko dos conos convezos, Ki* y K sus respectivos
conos polares. Si K1 C Ky entonces K;‘ - Kf‘.

Observacién 4 Si K = coS entonces KT = {x eRA:Vse S, sz > O}

Otra nocién importante del andlisis convexo es la de direccién de recesién. Si
C es un conjunto convexo no vacio en R4 y e € R4, entonces e es una direccion
de recesion de C si y solo si x + Ae € C, para todo A > 0 y todo z € C. El
conjunto de todas las direcciones de recesién de un conjunto convexo no vacio
C, se denomina cono de recesion de C y se denota 0+ C.

Proposicién 7 Sea C un conjunto no vacio cerrado y convezo en R ye € RA.
Si existe un x € C tal que x + Xe € C, para todo \ > 0 entonces z + Ae € C,
para todo A > 0 y todo z € C, es decir, e € 07C.

Demostracion Ver el teorema 8.3 de Rockafellar (1970). m

Proposicién 8 Sea C' el conjunto de las soluciones de un sistema arbitrario (no
necesariamente finito o enumerable) de desigualdades lineales débiles, es decir,

16,3 definicién del polar de un cono convexo que se propone aqui difiere de la de Rockafellar.
En términos de su definicién, el conjunto K+ es el negativo del polar de K, es decir, el polar
de K multiplicado por el escalar —1. Sin embargo, se siguen cumpliendo para K1 todas las
propiedades atribuidas por Rockafellar al polar, haciendo los cambios respectivos en los signos
y en el sentido de las desigualdades.
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C= {x eERA:VjeJ, ;T > aj}, donde J es un conjunto arbitrario de indices,
T; € R4 y aj € R, para todo j € J. El cono de recesion de C' estd determinado
por el correspondiente sistema de desigualdades homogéneas, a saber, 0YC =
{z cR4 Vi€ Jrjx > 0}.

Demostracién Ver Rockafellar, seccién 8, p.62. m

Proposicién 1 Sea K C R* un cono convexo cerrado y k € K+, en-
tonces existe un z € K tal que z # 0 y kz = 0 si y solo si k € OK™, donde
OKT =clKt\intK™.
Demostracién Supéngase que existe un z € K tal que z # 0y kz = 0, entonces
existe un n tal que z, # 0. Sea % definido asi, k =ki—6,sii=nyz >0,
kf =k+d,sii=nyz <0y k? = k;, si i # n. Claramente, k‘sz =kztdz; <0,
por lo cual k0 ¢ Kt para todo § > 0. Lo anterior implica que k ¢ intK™ | es
decir, k € K.

Para probar la otra direccién, supéngase ahora que k € K y que para
todo 2z € K, si z # 0 entonces zk > 0. Entonces como k ¢ intK™, para todo
n €N, con n > 1, existe un k" € Bi (k) = = {z ERA |z — k| < n} tal que

kn ¢ KT, donde ||| denota la norma euchdlana en R4, Como k" ¢ KT, existe
un z" € K tal que knan < 0, mds aun, para todo A > 0, k"(/\z ) < 0, por
lo tanto 2™ puede escogerse de tal forma que € < [|2"|| < ¢ + 1, donde € es un
nimero positivo arbitrario. Es claro que k- k y, por construccién, la sucesiéon
(2™) estd contenida en un compacto (cerrado y acotado), por lo cual tiene una
subsucesion convergente (2"), tal que 2™ — z para algin z € K, dado que K
es cerrado. De lo anterior se sigue que ki gni — kz, lo cual es imposible porque
zk > 0y k™ z% < 0 para todo 5. En conclusién, si k € KT, existe un z # 0 en
K tal que kz=0. m
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