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Resumen

Hart ha establecido condiciones necesarias y su�cientes para la existen-
cia del equilibrio, en una economía de dos periodos en la que los individuos
intercambian activos cuyos retornos dependen de un cierto estado de la
naturaleza. Hammond y Page han formulado otras condiciones, equiva-
lentes a las de Hart, que se aplican a este modelo. En los tres casos, se
supone que los individuos maximizan el valor esperado de su utilidad en
el segundo periodo, cuando se hacen efectivos los retornos de los activos.
En este artículo se modi�ca el modelo de Hart de tal forma que a los indi-
viduos les interesa también el consumo en el periodo inicial y se examinan
las implicaciones sobre las condiciones propuestas por estos autores.

1. Introducción

Existen en la economía diversos mecanismos a través de los cuales es posible
transferir recursos en el tiempo, múltiples sistemas de ahorro y de endeudamien-
to que le permiten a los individuos distribuir sus ingresos entre distintos periodos
y diversi�car el riesgo, frente a la posibilidad de que ocurran sucesos que puedan
afectar sus niveles de riqueza y consumo. En el mercado �nanciero, por ejemplo,
se intercambian activos cuyo valor futuro está sujeto a innumerables contingen-
cias, usualmente difíciles de anticipar. Por esta razón, la incertidumbre juega
un papel determinante en el comportamiento de los agentes que participan en
este mercado. Si bien es cierto que los individuos no pueden prever fácilmente
el valor futuro o los dividendos de los activos, también es claro que disponen
de distintas fuentes de información en virtud de las cuales pueden formar ex-
pectativas, acertadas o no, sobre dichos retornos Independientemente de cual
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sea la verdadera distribución de probabilidad de los eventos que determinan el
valor de los activos, incluidos sus dividendos, las probabilidades subjetivas que
los individuos les asignan, con base en la información previamente adquirida
y en posibles señales que reciben del mercado, permiten modelar su compor-
tamiento bajo las condiciones de incertidumbre descritas y analizar así algunas
características de este mercado.
En este artículo, se hace particular énfasis en el grado de divergencia que

pueden presentar las expectativas de los agentes y se deja de lado la cuestión
de si estas expectativas predicen correctamente los eventos futuros. Retomado
una línea de investigación desarrollada originalmente por autores como Green
(1973) y Hart (1974), entre otros que serán mencionados posteriormente, se
pretende aquí examinar algunas condiciones relativas a las expectativas de los
individuos sobre los retornos futuros de los activos, que determinan la existencia
del equilibrio en el mercado �nanciero.
El modelo que se propone para dicho �n, aunque es muy similar al de Hart

(1974), presenta una diferencia crucial. Para describir las decisiones de los in-
dividuos en el mercado �nanciero, Hart supone que estos sólo están interesados
en maximizar el valor esperado de su utilidad futura, la cual depende de los
retornos de los activos �nancieros, pero omite deliberadamente la utilidad que
estos podrían obtener en el periodo en el que se realizan las transacciones, si des-
tinan su ingreso a actividades distintas a la compra de activos. Hart argumenta
que tal omisión le permite derivar condiciones su�cientes para la existencia del
equilibrio, más débiles que las de Green (1973), quien sí incorpora en su modelo
el hecho de que los individuos valoran el consumo presente y no solamente el
valor esperado de su utilidad futura. Es importante destacar, sin embargo, que
el modelo de Green di�ere del de Hart, y también del que se propone aquí, en
otros aspectos, principalmente en que en éste existen mercados de bienes para el
consumo presente y de contratos futuros de dichos bienes, a través de los cuales
se realizan las trasferencias de recursos entre los distintos periodos de tiempo.
Hammond (1983) apoya la posición de Hart (1974) y sostiene que las condiciones
de Green son innecesariamente fuertes, en cambio, propone la condición de ex-
pectativas traslapadas y demuestra que es equivalente a la condición establecida
por Hart (1974). Page(1987), por su parte, expresa las condiciones para la exis-
tencia del equilibrio en términos de la no existencia de precios de arbitraje, para
un modelo idéntico al de Hart (1974). Carvajal y Riascos (2006), en cambio,
incluyen un término en la función de utilidad de los individuos que depende del
excedente de riqueza disponible, luego de haber realizado las transacciones en el
mercado de activos. El modelo que se plantea en este artículo incluye también
este término inicial en la función de utilidad.
En términos generales, podría decirse que el objetivo de este artículo es

mostrar que la inclusión de este término adicional en la función de utilidad no
es inocua. Más especí�camente, en la sección 5 se demostrará, por medio de un
contraejemlplo, que en una economía idéntica a la propuesta por Hart (1974)
y Hammond (1983), excepto porque en esta los inividuos valoran el consumo
presente, la condición de expectativas traslapadas de Hammond no es su�ciente
para la existencia del equilibrio.
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Puntualmente, el trabajo que se desarrolla a continuación se concentra en
los siguientes aspectos. Primero se plantea un modelo similar al de Hart (1973),
pero se le añade un término adicional a la función de utilidad, siguiendo a Car-
vajal y Riascos (2006), para incorporar en el modelo la utilidad inicial que los
individuos obtienen de la riqueza que no destinan a la compra de activos o,
incluso, que obtienen de la venta de éstos. Luego se propone una condición
necesaria para la existencia del equilibrio, que es una generalización de la condi-
ción que proponen Carvajal y Riascos (2006) para una economía conformada
por dos agentes, y se demuestra que es equivalente a las respectivas condiciones
de Hart (1973) y Hammond (1983).Una vez establecidas dichas equivalencias,
se demuestra que la condición de expectativas traslapadas no es su�ciente para
la existencia del equilibrio en una economía en la que la utilidad en el primer
periodo es relevante. Finalmente, se demuestra la existencia del equilibrio en la
economía propuesta, imponiendo algunos supuestos adicionales. La prueba en
cuestión generaliza la propuesta por Carvajal y Riascos (2006) en varios aspec-
tos importantes, a saber, se cumple para una economía con más de dos agentes,
un conjunto in�nito de estados de la naturaleza y expectativas sobre los retornos
que permiten asignarle una probabilidad positiva al hecho de que los retornos
de algunos activos puedan ser iguales a cero.

2. El modelo

Como se mencionó en la introducción, la economía que se presenta a contin-
uación replica el modelo de intercambio de valores (securities exchange model)
de Hart (1974), excepto por una diferencia fundamental que consiste en que,
en el caso que aquí nos concierne, los individuos están interesados también en
su consumo presente y no sólo en la utilidad esperada de la riqueza, derivada
de los retornos futuros de los valores que intercambian en el presente. En efec-
to, la economía en cuestión consta de dos periodos, en el primero se realizan
transacciones de activos y en el segundo estos activos pagan ciertos retornos. El
retorno de un activo se entiende aquí como el valor de una unidad del mismo en
el segundo periodo más los dividendos que éste haya generado, y es contingente
al estado de la naturaleza que ocurra en el segundo periodo. Aunque dichos re-
tornos son desconocidos por los individuos en el primer periodo, es decir, cuando
realizan las transacciones, éstos forman expectativas sobre los mismos con base
en las cuales toman sus respectivas decisiones.
Existen en esta economía un número �nito de individuos y de activos que

se representan por medio de los conjuntos I = f1; :::; Ig y A = f1; :::; Ag,
respectivamente. En el segundo periodo ocurre uno de in�nitos estados de la
naturaleza posibles, cada uno de los cuales se identi�ca con un único vector
de retornos para los A activos de la economía. Adicionalmente, se supone que
dichos retornos son no negativos, por lo cual un estado de la naturaleza puede
representarse formalmente como un elemento de RA+.
Una canasta de activos se denomina portafolio y se representa por medio de

un vector z 2 RA. Este vector puede contener cantidades positivas o negativas
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porque a todos los individuos se les permite comprar o vender activos. Más es-
pecí�camente, zia < 0 signi�ca que el individuo i demanda cantidades negativas
del activo a, es decir, que está interesado en irse corto (short sell) en este activo.
Los individuos, por su parte, están completamente caracterizados por medio

de sus funciones de utilidad, sus creencias o expectativas sobre los retornos de los
activos y sus dotaciones iniciales de riqueza. Así, para cada i 2 I, ui : R �! R
es una función de utilidad que cumple los siguientes supuestos:1

(A.1) ui es cóncava
(A.2) ui es estrictamente creciente en R.
Los individuos maximizan la suma de la utilidad presente del consumo de

un único bien (riqueza) y el valor esperado de la utilidad por el consumo futuro
de dicho bien. La riqueza en el segundo periodo depende de los retornos de los
activos adquiridos en el primer periodo y, de manera correspondiente, la utilidad
esperada por dicha riqueza, para un individuo cualquiera, está determinada por
sus Precio rel. sobre los retornos futuros de estos activos. En principio, parece
razonable considerar que los individuos pueden reformular sus expectativas con
base en conocimientos previamente adquiridos y en las creencias de otros, y
que los precios pueden constituir una señal de esta información, por lo tanto,
se supone en este modelo que las expectativas sobre los retornos futuros de los
activos dependen de sus precios.
Formalmente, sean p 2 RA+ un vector de precios para los activos, r 2 RA+ un

vector de retornos, o un estado de la naturaleza, B
�
RA+
�
la ��álgebra boreliana

en RA+ y M
�
RA+
�
el conjunto de todas las medidas de probabilidad de�nidas

en el espacio medible
�
RA+;B

�
RA+
��
.2 Las creencias de cada individuo i 2 I

sobre los retornos de los activos están caracterizadas por medio de una función
�i : RA+ ! M

�
RA+
�
, tal que �i (p;X) denota la probabilidad que le asigna i al

hecho de que el vector de retornos de los activos r esté contenido en el conjunto
X, dados los precios p en el primer periodo. Se supone inicialmente que ésta
función cumple un par de supuestos de regularidad, a saber:
(A.3)* Para todo p 2 RA+, existe un conjunto acotado C � RA+ tal que

�i (p; C) = 1.
(A.4) Para todo i 2 I, la función �i : RA+ ! M

�
RA+
�
es continua en la

topología de convergencia débil de medidas de probabilidad.3

Aunque la economía en cuestión consta de dos periodos, Hart (1974) supone
que la utilidad de los individuos depende únicamente de su riqueza en el segundo
periodo. Aquí, en cambio, se añade a la utilidad esperada un término que rep-
resenta la utilidad derivada de la riqueza restante en el primer periodo, después
de haber realizado las transacciones de activos. Adicionalmente, se supone en
este modelo que cada individuo i recibe dotaciones iniciales de riqueza positivas,
wi1 y w

i
2, en el primer y el segundo periodo respectivamente.

4 Así, dado un vec-

1Se utiliza aquí la misma numeración para los supuestos de Hart (1974) y Hammond (1983)
2Para una de�nición rigurosa de el espacio medible

�
RA+;B

�
RA+
��
véase Cohn (1980)

3La condición (A.3) de Hart (1974) ha sido remplazada aquí, temporalmente, por una más
débil, a saber, (A.3)*. Posteriormente en este artículo, se hará referencia explícita al supuesto
(A.3) destacando su importancia para la existencia del equilibrio en el mercado �nanciero.

4Podría suponerse, de manera más general, que la dotación inicial de riqueza en el segundo
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tor de precios p 2 RA en el primer periodo, el individuo i escoge un portafolio
de activos z = (z1; :::; zm) 2 RA con el �n de maximizar la siguiente función,
que representa sus preferencias sobre el conjunto de portafolios disponibles a los
precios p:5

V i (z; p) = ui
�
wi1 � pz

�
+

Z
ui
�
wi2 + rz

�
d�i (p) (1)

Nótese que, por el supuesto (A.3)*,
R
ui
�
wi2 + rz

�
d�i (p) =

R
C
ui
�
wi2 + rz

�
d�i (p),

por lo tanto la función f (r) = ui
�
wi2 + rz

�
es ��integrable para todo p 2 RA+

y todo z 2 RA, luego V i está bien de�nida, además, como u es cóncava y el
producto punto es lineal, V i es cóncava y, por lo tanto, continua en z, para un
p �jo.
Como es natural, las elecciones de los agentes están sujetas a ciertas restric-

ciones. En particular, a los precios p, la restricción presupuestal del individuo i
está determinada por el conjunto:

Bi (p) =
�
z 2 RA : wi1 � pz � 0

	
(2)

Además, se impone aquí una restricción adicional sobre los agentes concerniente
a la imposibilidad de planear quedar en bancarrota en el segundo periodo. Intu-
itivamente, si los individuos derivan utilidad de su riqueza, es razonable suponer
que éstos no consideran factible realizar transacciones que puedan implicar nive-
les negativos de riqueza en el futuro. Es decir, si un individuo le asigna cierta
probabilidad positiva a un estado de la naturaleza, entonces este no va a adquirir
un portafolio que le representaría un ingreso negativo en caso de que ocurriera
dicho estado. De manera correspondiente, se de�ne el conjunto de portafolios
factibles para el individuo i, a los precios p, como:

Xi (p) =
�
z 2 RA : 8r 2 Si (p) : rz + wi2 � 0

	
(3)

donde Si (p) es el soporte de la medida de probabilidad �i (p).6 En este aspecto
puntualmente, el modelo que se analiza aquí es menos general que el propuesto
por Hart(1974), quien tan sólo enuncia ciertos supuestos que deben satisfacer los
conjuntos de portafolios factibles, pero no les da una forma explícita. En efecto,
los conjuntos Xi (p) que se proponen aquí satisfacen los supuestos (A.5) - (A.7)
y (A.9) de Hart (1974) y basta con asumir adicionalmente que Si (p) 6= f0g, para

periodo es contingente al respectivo estado de la naturaleza, como lo hacen Carvajal y Riascos
(2006). Sin embargo, esta generalización hace más compleja la demostración de la existencia
del equilibrio que se propone en la sección 6 y, en cambio, no modifca sustancialmente el
modelo.

5En la de�nición de la función V i (p; z), pz y rz denotan el producto punto de los respectivos
vectores y

R
fd�i (p) es la integral, en el sentido de Lebesgue, de la función f con respecto a

la medida �i (p). Además, si f (r) = ui
�
wi2 + rz

�
, como la función ui es continua por (A.2) f

también lo es (en r) y, por lo tanto, es Borel-medible:
6Sea � una medida en (X;B (X)), entonces, el soporte de �, se denota supp�, y se de�ne

como supp� = fx 2 X : � (U) > 0, para todo abierto U tal que x 2 Ug
Nótese además que el supuesto (A.3)* se cumple si y solo si Si (p), el soporte de �i (p), es

acotado.
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todo i 2 I y todo p 2 RA+, para que se cumpla también la condición (A.8). Como
se verá posteriormente, el hecho de que los soportes de las medidas contengan
elementos distintos del vector cero es una consecuencia inmediata del supuesto
de expectativas traslapadas. Es conveniente añadir que Green (1973) exige una
restricción sobre el conjunto de acciones factibles, equivalente a la anteriormente
propuesta para los portafolios. Hammond (1983), por su parte, considera esta
restricción bastante plausible y a�rma que ésta satisface sus supuestos (A.10) y
(A.11); hecho que cobrará importancia más adelante en este artículo.
En resumen, el problema de cualquier agente i de esta economía consiste en

escoger un z en Bi (p) \ Xi (p) que maximice el valor de la función V i (�; p),
tomando los precios p como dados. Por lo tanto, puede de�nirse la correspon-
dencia de demanda individual, Zi : RA � RA, de la siguiente forma:

Zi (p) = argm�ax
z2Bi(p)\Xi(p)

V i (z; p)

Por brevedad, en lo que resta de este artículo, la economía descrita en esta
sección se denominará economía E .

3. Demandas individuales

En principio, la correspondencia de demanda individual podría tomar val-
ores vacíos, es decir, el problema de maximización de la utilidad, como ha si-
do planteado previamente, podría no tener solución para algunos precios y en
tal caso es evidente que tampoco existiría el equilibrio. Por lo anterior, es im-
portante determinar condiciones necesarias y su�cientes para la existencia de
dicha solución. Carvajal y Riascos (2006), por ejemplo, demuestran (lema 1)
que Zi (p) 6= ? si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. No existe un z 2 RA tal que pz < 0 y �i (p; fr : rz < 0g) = 0, y

2. No existe un z 2 RA tal que pz = 0, �i (p; fr : rz < 0g) = 0 y �i (p; fr : rz > 0g) >
0

Intuitivamente, es claro que si existiera un portafolio con las características
descritas en las condiciones 1 o 2, el individuo i tendría incentivos para demandar
cantidades ilimitadas del mismo ya que, en cualquiera de los dos casos, podría
obtener mayor utilidad al aumentar su posesión de este portafolio sin incurrir
en riesgo alguno, según sus creencias sobre los retornos futuros de los activos.
Este argumento intuitivo se puede formalizar fácilmente para así demostrar
que si alguna de estas condiciones no se cumple, la demanda por activos del
individuo i está indeterminada. La prueba de este resultado, es decir, de la
implicación correspondiente del lema 1 de Carvajal y Riascos (2006), para la
economía que aquí nos concierne es muy similar a la que ellos proponen. Sin
embargo, su demostración de la otra dirección de este resultado aplica sólo para
una economía semejante a la anteriormente descrita pero en la que el número
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de estados de la naturaleza posibles en el segundo periodo es �nito, por lo cual
no contempla nuestro caso de interés.
Por su parte Green (1973) enuncia también condiciones necesarias y su�-

cientes para la existencia de una solución al problema de maximización de los
individuos, descritas únicamente en términos de sus expectativas sobre los pre-
cios futuros de los commodities. Como se demostrará a continuación, bajo un
supuesto adicional sobre las creencias de los individuos, las condiciones del lema
1 de Carvajal y Riascos (2006) y una adaptación natural de la condición de
Green, para el mercado de activos, son equivalentes entre sí y, además, nece-
sarias y su�cientes para que las correspondencias de demanda de los individuos
sean no vacías.
En lo que sigue se hará uso de algunos conceptos y resultados del análi-

sis convexo, por lo cual se ha añadido un apéndice que incluye las respectivas
de�niciones y referencias. En su gran mayoría, este material está basado en, o
fue tomado directamente de Rockafellar (1970). En lo que respecta a la notación
correspondiente, se utiliza aquí la misma que en Hammond (1983). De esta for-
ma, Ki (p) denota el cono convexo generado por Si (p), el soporte de la medida
de probabilidad �i (p), y para un cono cualquiera C, C+ = fz : 8r 2 C; rz � 0g
es el cono polar de C.
Siguiendo a Hammond (1983), se introduce ahora un supuesto adicional sobre

las creencias de los individuos, a saber,
(A.12) Para todo i 2 I y todo p 2 RA+, intKi (p) 6= ?, donde intC denota el

interior de C (en la topología usual en RA).
Como se verá posteriormente, este supuesto es necesario para la existencia

del equilibrio en la economía propuesta, por lo tanto, aunque asumirlo impone
ciertas restricciones sobre las funciones �i : RA+ ! M

�
RA+
�
que describen las

creencias de los individuos de la economía, no le resta generalidad a la prueba
de la existencia. Además, como se mencionó anteriormente, bajo este supuesto
es posible establecer condiciones necesarias y su�cientes para la existencia de
una solución al problema de maximización de los individuos, en términos de
sus creencias o expectativas sobre los retornos de los activos, como en efecto se
muestra en el teorema 1.
Antes de probar el teorema 1, es conveniente enunciar una proposición que

será utilizada en la demostración.

Proposición 1 Sea K � RA un cono convexo cerrado y k 2 K+, entonces
existe un z 2 K tal que z 6= 0 y kz = 0 si y solo si k 2 @K+, donde
@K+ =clK+nintK+ es la frontera de K+ y clK+ denota la clausura de K+.

Demostración Ver el apéndice.

Teorema 1 Sea p 2 RA+ un vector de precios de los activos, si (A.12) se cumple
entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Zi (p) 6= ?.

2. Las condiciones 1 y 2 del lema 1 de Carvajal y Riascos se cumplen a los
precios p
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3. p 2intKi (p)

Demostración Como se mencionó anteriormente, Carvajal y Riscos (2006)
demuestran que 1 implica 2. Ahora supóngase que 2 se cumple y sea z 2 Ki (p)

+,
que es un cono convexo cerrado (ver Rockafellar, 1970. Sección 14). Si pz < 0,
la condición 1 del lema 1 implica que �i (p; fr : rz < 0g) > 0, es decir, existe
un r 2 Si tal que rz < 0, luego z =2 Ki (p)

+, por lo tanto pz � 0 y entonces
p 2 Ki (p)

++
= clKi (p) (ver Rockafellar, 1970. Sección 14). Si, en cambio,

pz = 0 y z 2 Ki (p)
+, por la condición 2 del lema 1, �i (p; fr : rz > 0g) = 0

es decir, para todo r 2 Si, rz � 0, y así, para todo k 2 Ki (p), kz = 0. Sin
embargo, por el supuesto (A.12), intKi (p) es no vacío, además es fácil veri�car

que intKi (p) = int
�
Ki (p)

++
�
(ver Rockafellar, 1970. Secciones 6 y 14), por

lo tanto existe un bk 2 int�Ki (p)
++
�
y la proposición 1 implica que para todo

z 2 Ki (p)
+, si z 6= 0 entonces kz > 0, lo cual contradice una a�rmación anterior.

Se concluye entonces que z = 0 o pz > 0, o más precisamente que no existe un
z 2 Ki (p)

+ tal que z 6= 0 y pz = 0, entonces, de nuevo por la proposición 1, p
=2 @Ki (p)

++ o, en forma equivalente, p =2 @Ki (p) y dado que p 2 clKi (p) se
sigue que p 2 intKi (p), como se quería demostrar.
Para completar la prueba, supóngase ahora que p 2 intKi (p), se mostrará

que en tal caso el conjunto Xi (p)\ Bi (p) es compacto. Es claro que Xi (p) y
Bi (p) son cerrados y convexos, en efecto, el primero es la intersección de los
semiespacios superiores cerrados determinados por los hiperplanos de la forma
rz = �w, para r 2 Si (p), y el segundo es el semiespacio inferior cerrado de-
terminado por el hiperplano zp = �wo, por lo tanto Xi (p)\ Bi (p) también
es cerrado y convexo. Ahora bien, es evidente que 0 2 Xi (p)\ Bi (p), y como
este conjunto es cerrado y convexo, entonces es acotado si y solo si su única di-
rección de recesión es 0 (Rockafellar, 1970. Teorema 8.4). Con el �n de obtener
una contradicción, supóngase que e 6= 0 es una dirección de recesión de Xi (p)\
Bi (p), entonces, es obvio que e es una dirección de recesión de Xi (p) y de
Bi (p), por lo tanto zp + �ep � �wo para todo z 2 Bi (p) y todo � > 0, luego
ep � 0. Además, como e es una dirección de recesión de Xi (p) es fácil veri�car
que e también es una dirección de recesión de Ki (p)

+, es decir, si zk � 0 para
todo k 2 Ki (p) entonces (z + �e) k � 0 para todo � > 0, por lo cual, ek � 0
para todo k 2 Ki (p) y entonces e 2 Ki (p)

+, en particular, ep � 0, porque p 2
intKi (p). Luego ep = 0 y como intKi (p) = int

�
Ki (p)

++
�
la proposición 1

implica que p 2 @Ki (p)
++ lo cual es imposible. En conclusión, Xi (p)\ Bi (p)

no tiene direcciones de recesión distintas de cero, por lo tanto es acotado.
Ahora bien, como la función de utilidad V i es continua en el conjunto com-

pacto Xi (p)\ Bi (p) , alcanza un máximo en dicho conjunto, es decir, a los
precios p existe una solución al problema de maximización del agente i, luego
Zi (p) 6= ?.
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4. Condiciones necesarias para el equilibrio

De�nición 1 hz; pi 2 RAI � RA+ es un equilibrio para la economía descrita si:

1. zi 2 Zi (p) para todo i 2 I

2.
IX
i=1

zi = 0:

Como puede observarse, estas son las propiedades estándar que de�nen un
equilibrio. La primera requiere que, a los precios p, exista un vector de demandas,
una para cada individuo de la economía, tal que todos maximizan su utilidad,
y la segunda exige que tal asignación de recursos sea factible, más aún, que
la demanda agregada de activos iguale la oferta agregada, la cual se asume
constante e igual a cero.
Para una economía menos general que la anteriormente descrita, conformada

por dos agentes cuyas creencias no dependen de los precios de los activos, con un
número �nito de estados de la naturaleza y mercados �nancieros incompletos,
Carvajal y Riascos (2006) proponen una condición necesaria y su�ciente para la
existencia del equilibrio que denominan compatibilidad restringida. Su objetivo
es mostrar que con mercados incompletos la equivalencia de las creencias, que
es necesaria para que haya equilibrio en una economía con in�nitos periodos y
mercados �nancieros completos, como lo demuestran Araujo y Sandroni (1999),
es demasiado fuerte, tanto que puede dejar de ser necesaria, es decir, puede
existir el equilibrio sin que esta se cumpla. Adicionalmente, Carvajal y Riascos
(2006) demuestran también que, si el mercado es su�cientemente incompleto, la
condición de compatibilidad restringida se cumple genéricamente en el espacio de
activos �nancieros, aunque las creencias de los individuos no sean equivalentes.
Aunque en este trabajo no se abordará la cuestión de la completitud del

mercado �nanciero, es conveniente señalar que el modelo propuesto contempla
los dos casos relevantes. Nótese que cada punto en RA+ representa una muestra
distinta de los posibles retornos para cada uno de los A activos de la economía,
por lo tanto, en principio podría haber tantos retornos posibles para cada activo
como números reales. En tal caso, el activo i puede ser descrito como una
función �i : R ! R+, donde �i (s) denota el retorno de este activo si ocurre
el estado de la naturaleza s 2 R. Recuérdese que se supuso anteriormente que
hay un continuo de estados de la naturaleza posibles, tantos como puntos en
RA+. Esta representación de los activos implica que el mercado �nanciero es
incompleto porque no es posible escribir toda función de R en R+ como una
combinación lineal de un conjunto �nito dado de funciones de R en R+, en
particular, Sp (�1; :::; �A)7 es un subconjunto propio de RR+. Sin embargo, nada
en el modelo impide que se restringa la atención al caso en el que los estados de
la naturaleza son un subconjunto �nito de RA+, como lo hacen Carvajal y Riascos
(2006), por lo tanto, la representación general de Hart (1974) de la estructura

7Sp (�1; :::; �A) = fk1�1 + :::+ kA�A : k1; :::; kA 2 Rg es la expansión lineal de los A ac-
tivos �nancieros.
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�nanciera y de las expectativas de los agentes contiene, como casos particulares,
mercados completos e incompletos. Hecha esta aclaración, se examinará ahora
la condición de compatibilidad de la creencias propuesta por Carvajal y Riascos.

De�nición 2 Las creencias de j son compatibles de forma restringida con las
de i si no existe un z 2 R tal que �i (fr : rz < 0g) = 0, �i (fr : rz > 0g) > 0 y
�j (fr : r (�z) < 0g) = 0.

Es claro que si existiera tal z 2 R, los individuos i y j podrían realizar una
transacción consistente en comprar y vender el portafolio z, respectivamente,
de la cual ninguno esperaría obtener retornos negativos. Más aún, en tal caso el
agente i le asignaría una probabilidad positiva a la posibilidad de derivar una
ganancia de dicha transacción, por lo cual podría estar interesado en adquirir
cantidades ilimitadas del portafolio z que el individuo j le vendería, en tanto
que éste sería, cuando menos, indiferente entre realizar la transacción o dejar de
hacerla.
Para una economía con más de dos agentes, la compatibilidad restringida de

las creencias entre pares de agentes es también necesaria para la existencia del
equilibrio, pero ya no la garantiza. Es posible que un individuo no encuentre
una oportunidad de arbitraje como la anteriormente descrita, si se restringe a
realizar únicamente transacciones bilaterales con cualquier otro agente, pero que
pueda sacar provecho ilimitado de todo el mercado, si satisface su demanda por
activos con las ofertas de varios individuos simultáneamente. Por esta razón,
es necesario generalizar la noción de compatibilidad de las creencias para una
economía con un numero �nito, pero arbitrariamente grande, de agentes.8

De�nición 3 A los precios p 2 RA+, las creencias de los agentes son compatibles
de forma restringida si no existe un z 2 RAI tal que:

1.
P
j2I

zj = 0

2. �j
�
p;
�
r : rzj < 0

	�
= 0, Para todo j 2 I.

3. �i
�
p;
�
r : rzi > 0

	�
> 0, para algún i 2 I.

Es fácil veri�car que esta condición sobre las creencias es necesaria para la
existencia del equilibrio en la economía E , como se establece a continuación.

Proposición 2 Si hz; pi 2 RAI�RA+ es un equilibrio para esta economía (de�ni-
ción 1), entonces las creencias de los individuos son compatibles de forma re-
stringida a los precios p.

Demostración Este resultado es una consecuencia inmediata del lema 1 de
Carvajal y Riascos (2006) y la demostración, para la economía E , es muy seme-
jante a la que ellos proponen.

8La condicion de compatibilidad restringida de la de�nición 3 me fue sugerida por Álvaro
Riascos en una conversación.
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La condición de compatibilidad restringida de las creencias (de�nición 3) es
equivalente, y semejante en su formulación, a otras propuestas anteriormente en
la literatura. Hart (1974), por ejemplo, establece condiciones necesarias para
la existencia del equilibrio muy similares a las de la de�nición 3, Hammond
(1983), expresa estas condiciones en términos de los soportes de las medidas
de probabilidad que de�nen las creencias de los agentes, Page (1987) y Werner
(1987), por su parte, enuncian condiciones necesarias y su�cientes basadas prin-
cipalmente en la no existencia de precios que permitan el arbitraje y muestran
que, bajo ciertos supuestos, estas son equivalentes a las de Hart y Hammond.
Estas dos últimas serán examinadas en detalle a continuación, para establecer
con precisión si se aplican también para el caso de una economía en la que los
individuos están interesados en el consumo en el primer periodo.

De�nición 4 A los precios p 2 RA+,9 se cumple la condición necesaria de Hart
(1974) si no existe un z 2 RAI tal que:
(H.1)

P
j2I

zj = 0

(H.2) zj es una dirección de recesión de Xj (p) y bS+j E+jz (p)+bS�j E�jz (p) � 0,
para todo j:
(H.3) �i

�
p;
�
r : rzj = 0

	�
< 1 para algún i.

Donde bS+j = l��m
w!1

duj

dw ,
bS�j = l��m

w!�1
duj

dw , E
+j
z (p) =

R
fr:rz>0g rz d�

j (p) y

E�jz (p) =
R
fr:rz<0g rz d�

j (p)10

Observación 1 Nótese que, bajo nuestra de�nición de los conjuntos de portafo-
lios factibles (3), las segunda parte de la condición (H.2) es redundante.

En efecto, si zj es una dirección de recesión de Xj (p) entonces zj 2 Kj (p)
+,

es decir, rzj � 0 para todo r en el soporte de �j (p), por lo cual �j (p; fr : rz < 0g) =
0 y, en consecuencia, E�jz (p) = 0. Como bS+j � 0, por que uj es creciente, y

claramente E+jz (p) � 0 entonces bS+j E+jz (p) + bS�j E�jz (p) � 0.

Proposición 3 Dado un p �jo, z 2 RAI satisface (H.1) - (H.3) si y solo si
cumple las condiciones 1, 2 y 3 de la de�nición 3. Es decir, la condición nece-
saria de Hart y la condición de compatibilidad restringida son equivalentes.

Demostración Supongamos que existe un z 2 RAI que cumple (H.1) - (H.3),
como zj es una dirección de recesión de Xj entonces zj 2 Kj+, por lo tanto,

9Hart sólo considera precios contenidos en el simplex � =

(
p 2 RA+ :

P
a2A

pa = 1

)
. Esta

normalización es válida y conveniente, dado que los idividuos sólo se interesan por el valor
esperado de su utilidad. Para el caso presente, existe implícitamente un bien de consumo, a
saber, la riqueza, que tiene un precio numerario en función del cual se expresan los precios
de los activos. En otras palabras, en la economía E los precios ya han sido normalizados
implícitamente, por lo cual es importante considerar vectores de precios para los activos en
todo el conjunto RA+.
10En principio, es posible que bS�j =1 , y se asume que 0�1 = 0.
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para todo r 2 Sj , rz � 0, lo cual implica que �j
��
r : rej < 0

	�
= 0. Ahora

bien, por (H.3) existe un i tal que �i
��
r : rei = 0

	�
< 1 o, en forma equivalente,

existe un r 2 Si tal que rzi 6= 0, como zi 2 Kj+, entonces rzi > 0 y se sigue
que �i

��
r : rzi > 0

	�
> 0.

Ahora supóngase que z 2 RAI cumple 1 - 3 (de la de�nición 3). Por la
condición 2, sabemos que �j

�
p;
�
r : rzj < 0

	�
= 0, para todo j 2 I, por lo

tanto, para todo r 2 Sj , rej � 0, es decir, ej 2 K+
j . Entonces, si x 2 Xj ,

r 2 Sj y � � 0, es claro que r
�
x+ �ej

�
+ wj2 � 0, luego ej es una dirección de

recesión para Xj . Finalmente, por la condición 3, existe un i 2 I para el cual
�i
��
r : rzi > 0

	�
> 0, en particular, �i

��
r : rzi = 0

	�
< 1.

Hammond (1982) introduce otra condición sobre los soportes de las expec-
tativas, que luego Werner(1987) interpreta como una condición de no arbitraje
en un modelo más general que incluye activos y bienes. Además, Hammond de-
muestra que, bajo el supuesto (A.12), ésta es equivalente a la condición necesaria
de Hart (de�nición 4).

De�nición 5 Se dice que los agentes de la economía tienen expectativas trasla-
padas (overlapping expectations) en p si

T
j2I
intKj (p) 6= ?.

Proposición 4 Bajo el supuesto (A.12), los agentes tienen expectativas trasla-
padas en p si y solo si la economía satisface la condición necesaria de Hart.

Demostración Esta proposición es sencillamente el teorema 1 de Hammond(1982)

Proposición 5 Bajo el supuesto (A.12), los agentes tienen expectativas trasla-
padas en p si y solo si éstas son compatibles en forma restringida.

Demostración Esta equivalencia es una consecuencia inmediata de las proposi-
ciones 3 y 4.

Proposición 6 La condición de expectativas traslapadas es necesaria para la
existencia del equilibrio en la economía E.

Demostración Lo anterior se sigue directamente de las proposiciones 5 y 2.
Ahora bien, como lo señala Hammond(1983), siguiendo a Green (1973), una

condición necesaria más fuerte es que p 2
T
j2I
intKj (p). La a�rmación de Ham-

mond se aplica, sin embargo, a una economía en la que los agentes no derivan
utilidad de su riqueza en el primer periodo, pues éste es precisamente el caso
de su interés. A pesar de ello, como se mencionó anteriormente, el teorema 1
implica que esta condición también es necesaria para la existencia del equilibrio
en la economía E .

Corolario 1 Dado el supuesto (A.12), si p 2 RA+ es un vector de precios de
equilibrio para la economía E, entonces p 2

T
j2I
intKj (p).
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Demostración Basta con observar que si p 2 RA+ es un vector de precios de
equilibrio para la economía E entonces, por la de�nición de equilibrio, Zj (p) 6= ?
para todo j 2 I y de esta manera el teorema 1 implica que p 2

T
j2I
intKj (p).

Hammond demuestra también que la condición de expectativas traslapadas
es su�ciente para la existencia del equilibrio en la economía de intercambio de
valores propuesta por Hart(1973). En efecto, el teorema 2 de Hammond (1984)
establece que bajo los supuestos (A.1), (A.2), (A.4) y (A.6) de Hart y sus propios
(A.10) y (A.11), si

T
j2I
intKj (p) 6= ? para todo p, entonces existe el equilibrio. En

la siguiente sección se mostrará por medio de un ejemplo que en una economía
idéntica a la de Hart, pero en la que los individuos valoran también el consumo en
el primer periodo, las hipótesis del teorema 2 de Hammond (1984), en particular
la condición de expectativas traslapadas, no garantizan que exista un equilibrio.
Es importante anotar que Page (1987) también propone un ejemplo en el que
muestra que la condición de expectativas traslapadas no es su�ciente para que
se de el equilibrio (¡En el modelo de Hart (1974)!), sin embargo, en su ejemplo
no se cumple el supuesto (A.10) que es parte de la hipótesis del teorema.

5. Ejemplo

Supóngase una economía conformada por dos agentes, I = f1; 2g, y un
mercado de dos activos. En el primer periodo los dos individuos reciben una
dotación inicial de riqueza positiva e igual a w1 y se abren mercados para dos
activos �nancieros cuyos retornos se pagan en el segundo periodo. El activo 1 es
libre de riesgo y ofrece, con certeza, un retorno igual a 1, el activo 2, en cambio,
ofrece un retorno riesgoso (contingente al estado de la naturaleza futuro) y los
agentes se forman distintas expectativas sobre el mismo con base en el precio
al que éste se transa en el mercado. Más especí�camente, si p2 es el precio del
activo 2, el individuo 1 le asigna una probabilidad de 1

2 al hecho de que éste
ofrezca un retorno de 1

2p2 + ", para " > 0, y considera igualmente probable que
dicho retorno sea de 1

2p2 +0;5". Por su parte, el individuo 2 cree que el retorno
de este activo puede ser 1

2p2 + 0;6" o
1
2p2, y le asigna la misma probabilidad

subjetiva a estos dos eventos. Como puede observarse, la anterior descripción
de�ne exhaustivamente dos funciones �1 y �2 de R2+ en M

�
R2+
�
. Más aún, las

creencias que estas funciones representan satisfacen el supuesto de expectativas
traslapadas para todo p 2 R2+, como se ve claramente en la �gura 1.11
Los conjuntos de presupuesto tienen la forma habitual, a saber, B1 (p) =

B2 (p) =
�
z 2 R2 : w1 � pz � 0

	
y los conjuntos de portafolios factibles son

tales que se impide a los individuos planear caer en bancarrota en los estados
de la naturaleza a los que les asignan una probabilidad positiva, formalmente,
Xi (p) =

�
z 2 R2 : 8r 2 Si (p) ; w2 + rz � 0

	
, para todo i 2 I, y se supone

además que w1 > w2 > 0.
La función de utilidad por riqueza de cada individuo es lineal, más aún,

11Tanto en la �gura 1 como en el resto del ejemplo Ci (p) =intKi (p).
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r1

r2

r3

r4

1

pz + w0 0

w1 ­ r1z 0

w1 ­ r3z 0

w1 ­ r3z 0

w1 ­ r4z 0

C1(p) C2(p)

Figura 1: Figura 1

u1 (w) = u2 (w) = w y la utilidad de los individuos es la suma de su utilidad
por riqueza en el primer periodo y el valor esperado de su utilidad en el segundo
periodo. De esta manera,

V 1 (p; z) = w0�p1z1�p2z2+
1

2

�
z1 +

�
1

2
p2 + "

�
z2

�
+
1

2

�
z1 +

�
1

2
p2 + 0;5"

�
z2

�
y

V 2 (p; z) = w0 � p1z1 � p2z2 +
1

2

�
z1 +

�
1

2
p2 + 0;6"

�
z2

�
+
1

2

�
z1 +

1

2
p2z2

�
o, rescritas de otra forma,

V 1 (p; z) = w0 + (1� p1) z1 +
�
0;75"� 1

2
p2

�
z2 y

V 2 (p; z) = w0 + (1� p1) z1 +
�
0;3"� 1

2
p2

�
z2

Nótese que esta economía es un caso particular de la economía E y tam-
bién que satisface todas las hipótesis del teorema 2 de Hammond(1984). En
efecto, dado que las funciones de utilidad son lineales satisfacen los supuestos
(A.1) y (A.2). Intuitivamente, es claro que las funciones �1 y �2 satisfacen el
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supuesto (A.4), ya que las medidas de probabilidad �1 (p) y �2 (p) cambian con-
tinuamente ante cambios en p.12 Dado que los conjuntos de portafolios factibles
tienen la forma general de la expresión (3) entonces, como lo señala Hammond,
éstos cumplen los supuestos (A.6) de Hart (1974) y (A.10) y (A.11) de Ham-
mond (1983). Por último, es claro que los dos agentes de esta economía tienen
expectativas traslapadas, como se muestra en la �gura 1. En resumen, la única
diferencia relevante entre esta economía y la que se considera Hammond (1983)
es que en ésta el consumo en el primer periodo genera utilidad.
Ahora se demostrará por contradicción que no existe un equilibrio para esta

economía. Supóngase entonces que p 2 R2+ es un vector de precios de equilibrio,
por el corolario 1, esto implica que p 2 C1 (p) \ C2 (p) y, para la economía que
aquí nos concierne, esta condición es equivalente a:

p2
2
+ 0;5" <

p2
p1
<
p2
2
+ 0;6" (4)

Ahora se considerarán por separado dos casos. Primero, si 0 < p1 < 1,
entonces es claro que V 1 y V 2 son estrictamente crecientes en z1 y, por lo
tanto, la asignación de equilibrio correspondiente debe satisfacer la restricción
de presupuesto w1�pz � 0, con igualdad, para los dos agentes. En efecto, como
los elementos de los soportes de las medidas de probabilidad �1 (p) y �2 (p) son
positivos, (1; 0) es una dirección de recesión deXi (p), por lo tanto, si z 2 Xi (p),
pero w1 � pz > 0, existe un � > 0 tal que bz = z + (1; 0)� 2 Xi (p) y w1 � pbz =
w1 � pz � �p1 = 0. Claramente V 1 (p; bz) > V 1 (p; z), luego z no puede ser
una asignación de equilibrio. Resumiendo, si z1 y z2 fueran las asignaciones
de equilibrio con p1 < 1, entonces w1 � pz1 = w1 � pz2 = 0, y como w1 > 0,
se deduce que z1 + z2 6= 0 , es decir, z1 y z2 no pueden ser asignaciones de
equilibrio, por lo tanto p1 � 1.
Ahora bien, si p1 � 1, se mostrará inicialmente que las demandas por activos

que maximizan la utilidad de los individuos de esta economía se encuentran en
la frontera de sus conjuntos de portafolios factibles. En el caso que aquí nos
concierne, cada uno de estos conjuntos está determinado por dos desigualdades
lineales, como se observa en la �gura 1, a saber,

X1 (p) =
n
z 2 R2 : z1 +

�p2
2
+ 0;5"

�
z2 � �w2 y z1 +

�p2
2
+ "
�
z2 � �w2

o
y

X2 (p) =
n
z 2 R2 : z1 +

p2
2
z2 � �w2 y z1 +

�p2
2
+ 0;6"

�
z2 � �w2

o
.

12Formalmente, sea (pn) una sucesión en R2+ tal que pn ! p y B 2 B
�
R2+
�
, entonces

�1 (pn; B) = 1
2

�
�B

�
1; 1

2
pn + "

�
+ �B

�
1; 1

2
pn + 0;5"

��
, donde �B : R2+ ! f0; 1g es la fun-

ción característica de B 2 B
�
Rm+

�
. Ahora bien, si B es tal que �1 (p; @B) = 0 entonces�

1; 1
2
p+ "

�
2 intB o

�
1; 1

2
p+ "

�
=2 clB y lo mismo se cumple para

�
1; 1

2
p+ 0;5"

�
, en cualquiera

de los cuatro casos estos dos puntos pertenecen a conjuntos abiertos contenidos en B o en Bc,
por lo tanto �1 (pn; B)! �1 (p;B) y, por el teorema de Pormateau (Ver, por ejemplo, Alipran-
tis y Border, 1994. Teorema 12.3) �1 (pn) converge débilmente a �1 (p). Con un argumento
muy similar se puede mostrar también que �2 es continua en la topología de convergencia
débil de medidas de probabilidad.
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Si p1 � 1, entonces para cada individuo una de estas desigualdades se satisface
con igualdad, más especí�camente, si z1 2 Z1 (p) y z2 2 Z2 (p) entonces, como
se demostrará en seguida:

z11 +
�p2
2
+ 0;5"

�
z12 = �w2 y (5a)

z21 +
�p2
2
+ 0;6"

�
z22 = �w2 (5b)

Supóngase entonces que z1 2 X1 (p)\B1 (p) pero que z11 +
�
p2
2 + 0;5"

�
z12 >

�w2. Claramente, existe un � > 0 tal que z11�
�
1
2p2 + "

�
�+
�
p2
2 + 0;5"

� �
z12 + �

�
=

z11 +
�
p2
2 + 0;5"

�
z12 � 0;5"� = �w2. Sea

�bz11 ; bz12� = �z11 � � 12p2 + "� �; z12 + �� ,
entonces:

V 1
�
p; bz1� = w0 + (1� p1)�z11 � �12p2 + "

�
�

�
+

�
0;75"� 1

2
p2

��
z12 + �

�
= V 1

�
p; z1

�
+

�
p1p2 +

�
2p1 �

1

2

�
"� 2p2

�
1

2
�

Por (4), en equilibrio se cumple que 2p2 < p1p2 + 1;2p1", y como p1 � 1, se
sigue que p1p2+

�
2p1 � 1

2

�
" � p1p2+

�
2p1 � 1

2p1
�
" = p1p2+1;5p1" > 2p2. Así,

p1p2 +
�
2p1 � 1

2

�
" � 2p2 > 0 y, por lo tanto, V 1

�
p; bz1� > V 1 �p; z1�. Además,

se puede veri�car fácilmente que bz11 + �p22 + "� bz12 � �w2 y w1 � pbz1 � 0 por lo
cual, bz1 2 X1 (p) \B1 (p), a partir de lo cual se concluye que z1 =2 Z1 (p).
Utilizando un argumento muy similar, puede mostrarse que si z2 2 X2 (p)\

B2 (p) pero z21 +
�
p2
2 + 0;6"

�
z22 > �w2, entonces existe un � > 0 tal que bz2 =�

z21 + �
p2
2 ; z

2
2 � �

�
2 X2 (p) \ B2 (p) y V 2

�
p; bz2� > V 2

�
p; z2

�
, por lo tanto,

z2 =2 Z2 (p).
En resumen, si p es un precio de equilibrio con p1 � 1 y z1; z2 son las deman-

das por activos correspondientes, entonces éstas satisfacen las ecuaciones (5a) y
(5b), respectivamente. Sin embargo, como se mostrará a continuación, si z1; z2

son portafolios de activos arbitrarios en R2 que satisfacen dichas ecuaciones,
z1 + z2 6= 0, es decir, éstas no pueden ser asignaciones de equilibrio.
Como se puede ver claramente en la �gura 1, el mayor valor que puede

tomar z12 corresponde a la intersección entre la restricción de presupuesto y
(5a). De manera similar, el mínimo para z22 dentro del conjunto de portafolios
factibles se da en la intersección entre la recta p1z1 + p2z2 = w1 y (5b). Es
decir, si z1 2 X1 (p) y z2 2 X2 (p), entonces z12 � w1+p1w2

p2� p1p2
2 �0;5p1"

y z22 �
w1+p1w2

p2� p1p2
2 �0;6p1"

. Adicionalmente, si z1 + z2 = 0 entonces z22 = �z12 , por lo cual
� w1+p1w2
p2� p1p2

2 �0;6p1"
� z12 � w1+p1w2

p2� p1p2
2 �0;5p1"

, y además se cumplen (5a) y (5b). Así,

z11+
�
p2
2 + 0;5"

�
z12 = �w2 y �z11+

�
p2
2 + 0;6"

� �
�z12

�
= �w2, lo cual implica que

z12 =
2w2
0;1" . De lo anterior, se deduce que una condición necesaria para que exista

un equilibrio en esta economía es que para algún vector de precios p 2 R2+, dado
p1 � 1 �jo, se cumpla la siguiente desigualdad:
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� w1 + p1w2
p2 � p1p2

2 � 0;6p1"
� 2w1
0;1"

� w1 + p1w2
p2 � p1p2

2 � 0;5p1"
o, en forma equivalente,

� 1

p2 � p1p2
2 � 0;6p1"

� 2w1
0;1" (w1 + p1w2)

� 1

p2 � p1p2
2 � 0;5p1"

(6)

La �gura 2 ilustra la situación previamente descrita para el caso en que
p1 = 1;5, w1 = 2, w2 = 1 y " = 1. Las curvas sólida y a trozos representan
los distintos valores que toman los términos del lado izquierdo y derecho de
la desigualdad (6), respectivamente, para distintos valores de p2, y la recta
horizontal el valor del término del centro. Las rectas verticales determinan el
rango de valores para los cuales p2 satisface la condición (4), dado el valor de
p1. Es claro entonces que con estos valores para p1, " y las dotaciones iniciales,
no existe un p2 de equilibrio para el que se cumpla la desigualdad (6). Ahora
se demostrará que el resultado obtenido no depende de la elección de un valor
particular para p1.

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0

10

20

30

P2

Figura 2

Considérese un valor �jo para p1 � 1, se puede veri�car fácilmente, como
lo ilustra la �gura 2, que los términos � 1

p2� p1p2
2 �0;6p1"

y 1
p2� p1p2

2 �0;5p1"
son

creciente y decreciente en p2, respectivamente, en el intervalo
p2p1
2 + 0;5p1" <

p2 <
p1p2
2 + 0;6p1".13 Más aún, existe un valor de p2 en este intervalo para el

cuál los dos términos toman el mismo valor, a saber p�2 =
1;1p1"
2�p1 , por lo tanto,

la desigualdad (6) sólo puede cumplirse en este intervalo si p2p1
2 + 0;5p1" <

p2 � p�2, es decir, si
2p1
2�p1 0;5" < p2 � 1;1p1"

2�p1 . Ahora bien, si p2 =
2p1
2�p1 0;5"

entonces � 1
p2
p1
� p2

2 �0;6"
= 1

0;1" , sin embargo, si w0 > w1, como se supuso desde

13Por la condición (4), por fuera de este intervalo no existe el equilibrio.
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un comienzo, es claro que 2w1
(0;1")(w0+p1w1)

< 1
0;1" y para cualquier otro valor de p2

en 2p1
2�p1 0;5" < p2 �

1;1p1"
2�p1 , se tiene que

2w1
(0;1")(w0+p1w1)

< 1
0;1" < �

1
p2
p1
� p2

2 �0;6"
,

con lo cual se concluye que no existe un p2 de equilibrio para el que (6) se
cumpla.
Tras haber considerado los dos casos 0 < p1 < 1 y p1 � 1 se concluye que no

existe un vector de precios de equilibrio para esta economía14 , a pesar de que,
para todo p 2 R2+, se cumple la condición de expectativas traslapadas.
Es importante anotar que Hart (1974) considera un supuesto que no ha

sido tenido en cuenta hasta ahora en este artículo, de hecho, fue remplazado
por uno mucho más débil. El supuesto (A.3) de Hart establece que existe un
conjunto acotado C en RA+ tal que �i (p; C) = 1 para todo p 2 RA+ y todo
i 2 I. Es claro que éste no se cumple en el ejemplo propuesto, en efecto, los
conjuntos

S
p2RA+

Si (p) no son acotados. Aunque Hammond (1983) no exige que

se cumpla el supuesto (A.3) en su demostración de la existencia del equilibrio
(teorema 2) es interesante preguntarse qué ocurre en la economía E si se impone
esta condición. En la sección 6 se demostrará que bajo un supuesto aún más
fuerte, a saber, que las creencias de los agentes no dependen de los activos, caso
en el cuál se cumple trivialmente la condición (A.3), existe el equilibrio en el
mercado �nanciero.

6. Condiciones su�cientes para la existencia del
equilibrio

Como lo señala Hart (1974), para el caso en que las creencias de los indi-
viduos sobre los retornos futuros no dependen de los precios de los activos, las
condiciones necesarias enunciadas en la de�nición 4 son también su�cientes para
que exista el equilibrio. Esta a�rmación es igualmente válida para la economía
E , aunque ésta di�era de la propuesta por Hart en que aquí se considera que
los agentes derivan utilidad del consumo en el primer periodo. Sin embargo, la
demostración de la existencia del equilibrio que propone Hart (1974) usando el
supuesto (A.3), que es más débil que el de expectativas constantes en los pre-
cios, no es aplicable a la economía E . La razón es que en esta demostración,
Hart (1974) utiliza un resultado, a saber, el lema 1, que no se cumple cuando
los agentes valoran el consumo en el primer periodo.
El mencionado lema 1 de Hart establece que, bajo los supuestos (A.1) - (A.3),

si p 2 RA+ y z; e 2 RA, entonces bV k (p; z + �e) � bV k (p; z), para todo � � 0, si
y solo si bS+k E+ke (p) + bS�k E�ke (p) � 0:(Véase la de�nición 4) (7)

. La función de utilidad bV k di�ere de la que se propone aquí precisamente
en que no incluye el término uk (w � pz) que representa la utilidad derivada
14Para el caso en que p1 = 0, la no existencia del equilibrio se deduce trivialmente. En

efecto, Z1 (0; p2) = Z2 (0; p2) = ?.
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del consumo en el primer periodo. Si se incluye este término y los conjuntos de
portafolios factibles tienen la forma de la expresión (3), puede ocurrir fácilmente
que (7) se satisfaga y aún así exista un � > 0 tal que V k (p; x+ �e) < V k (p; x).
En efecto, como se mencionó anteriormente, en la economía E la desigualdad

7 se cumple trivialmente si e es una dirección de recesión de Xk (p) o, en forma
equivalente, si e 2 Kk (p)

+, y en tal caso ésta es independiente del valor que
tomen los límites l��m

w!�1
duk

dw y l��m
w!1

duk

dw que, a su vez, son una medida de la

concavidad de la función uk y, por lo tanto, del grado de aversión al riesgo
del agente k. En términos generales, lo que se pretende señalar aquí es que la
concavidad de la función uk puede ser irrelevante para determinar si se cumple
o no (7).
Supóngase, por ejemplo, que

V k (p; z) = � exp (� (w � pz))� exp (� (w + 0;25z1 + 0;25z2))

y sea e = (1; 1). Es obvio que e es una dirección de recesión de Xk, sin em-
bargo, V k (p; 0) = �2 exp (�w) y V k (p; 0 + �e) = � exp (� (w � p1�� p2�))�
exp (� (w + 0;5�)). Claramente, existe algún b� > 0 y un vector de precios p tal
que V k (p; 0 + �e) < V k (p; 0).
Este ejemplo justi�ca entonces la necesidad de proponer una demostración de

la existencia del equilibrio en la economía E , como la que aparece en la siguiente
sección, incluso a pesar de que los supuestos bajo los cuales se establece aquí
dicho resultado sean más fuertes que las condiciones exigidas por Hart (1974).
Por último, se puede anotar también que la equivalencia que plantea Page

(1986) entre la condición de no arbitraje que el mismo propone, la condición
necesaria de Hart (1974) y la de expectativas traslapadas de Hammond (1982)
se cumple para la economía descrita en el modelo de Hart (1974), pero no
necesariamente para la economía E : De hecho, las demostraciones de Page de
dichas equivalencias están basadas en el lema 1 de Hart.

7. Demostración de la existencia del equilibrio

De�nición 6 Se dice que las creencias del agente i excluyen el cero si 0 =2
Si (p), para todo p 2 RA+

Observación 2 Dado que el conjunto Si (p) es cerrado, se deduce inmediata-
mente de la de�nición anterior que las creencias del agente i excluyen el cero si
y solo si no existe una sucesión en Si (p) que converja a cero para todo p 2 RA+.

Lema 1 Sean S � RA+, w 2 R++ y X =
�
x 2 RA : 8r 2 S; rx+ w � 0

	
. Si no

hay una sucesión en S que converja a cero entonces existe un v 2 RA+ tal que
X + v � K+, donde K+ es el polar del cono convexo generado por S.

Demostración Como se mencionó anteriormente,K+ =
�
x 2 RA : 8r 2 S; rx � 0

	
.

Con el �n de obtener una contradicción, supóngase que no existe un v 2 RA+ tal
que X+ v � K+, es decir, que para todo v 2 RA+ existen xv 2 X y rv 2 S tales
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que rv (xv + v) < 0, por lo cual, xv + v =2 K+. En particular, para todo n 2 N
positivo, existen xn y rn tales que rn (xn + 1n) < 0 o, en forma equivalente,

rnxn < �n
AP
i=1

rni , donde 1 es un vector en RA con todas sus cordenadas iguales

a 1, y como xn 2 X y rn 2 S entonces rnxn � �w, por lo tanto n
AP
i=1

rni < w.

Dado que la anterior desigualdad se cumple para todo n 2 N positivo se con-

cluye que
AP
i=1

rni ! 0 a medida que n ! 1, y como rn 2 RA+ entonces rn ! 0,

lo cual contradice la hipótesis de que no hay sucesiones en S que converjan a
cero.
La demostración del teorema 2, que aparece a continuación, es una reelabo-

ración de la prueba correspondiente de Carvajal y Riascos (2006). Sin embargo,
la que se propone aquí es más general en varios aspectos, a saber, la economía
E está conformada por más de dos agentes, el número de estados de la natu-
raleza es in�nito y los agentes pueden asignar probabilidades positivas a estados
en los que algunos activos tiene retornos iguales a cero. La estrategia de la
demostración es estándar, primero se construye una sucesión de economías aco-
tadas para las cuales existe el equilibrio. Luego, para demostrar la existencia de
estos equilibrios, se de�ne convenientemente una correspondencia a la que pueda
aplicarse un teorema de punto �jo, en este caso el de Kakutani. Finalmente, se
argumenta que a partir de cierto punto en la sucesión de economías acotadas el
equilibrio reside en el interior de la mismas y entonces es también un equilibrio
de la economía no acotada. Hart (1974) y Page (1987), entre muchos otros,
usan estrategias de demostración muy similares.

Teorema 2 Supóngase que las creencias de todos los agentes no dependen de los
precios de los activos, excluyen el cero y son compatibles en forma restringida,
entonces existe el equilibrio competitivo.15

Demostración Sean P =
n
p = (p0; p) 2 R+ � RA+ :

PA
a=0 pa = 1

o
y n 2 N

�jo.
Para cada k 2 I, se de�ne la correspondencia de presupuesto truncada Bkn :

P� RA+1, así:

Bkn (p) =

8>><>>:z = (z0; z) 2 R� RA :
p0
�
wk0 � z0

�
� pz � 0

8r 2 Sk; wk + rz � 0
0 � z0 � (n+ 1)wk0
8a 2 A;�n � za � n

9>>=>>;
Es fácil veri�car que esta correspondencia es de valores no vacíos, compactos

y convexos, y hemicontinua superior. Tómense n 2 N , k 2 I y p 2 P �-
jos, es claro que, z = (0;0) 2 Bkn (p), luego Bkn (p) 6= ?. Ahora, sean B1 =�
(z0; z) 2 R� RA : p0

�
wk0 � z0

�
� pz � 0

	
,Br =

�
(z0; z) 2 R� RA : wk + rz � 0

	
y B2 =

�
(z0; z) 2 R� RA : 0 � z0 � (n+ 1)wk0 ^ 8a 2 A;�n � za � n

	
. B1

15 s
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es cerrado porque es la preimagen de un intervalo cerrado en R bajo la función
continua f : R�RA �! R de�nida por f (z0; z) = p0z0+pz. CadaBr es cerrado
porque es el producto de un cerrado en RA (la preimagen de un cerrado bajo una
función continua) con todo R. Además es evidente que B2 es compacto, porque
es el producto de compactos. Como Bkn (p) = B1 \

T
r2Sk

Br \ B2 es la inter-

sección de cerrados y un compacto, se concluye que éste también es compacto.
Nótese adicionalmente que, B1 es el semiespacio inferior cerrado determinado
por un hiperplano en R�RA, cada Br es el producto de un semiespacio inferior
cerrado en RA y todo R y B2 es una caja en R � RA, es decir, el producto de
A+ 1 intervalos cerrados en R. Cada uno de estos conjuntos es convexo y por
lo tanto su intersección, Bkn (p), también lo es.
Para probar la hemicontinuidad superior, se toman n y k �jos y se de�nen

las correspondencias eB : P� RA+1 y B : P� RA+1como:

eBkn (p) = �(z0; z) 2 R� RA : p0 �wk0 � z0�� pz � 0	 y
B
k

n (p) =

8<:z = (z0; z) 2 R� RA : 8r 2 S
k; wk + rz � 0

0 � z0 � (n+ 1)wk0
8a 2 A;�n � za � n

9=;
La grá�ca de eB es el conjunto �(p; z) = (p0; p;z0; z)2 P�RA+1 j p0 �wk0 � z0�� pz � 0	 :

Dado que la función g : P�RA+1 �! R de�nida por medio de g (p; z) =
p0
�
wk0 � z0

�
� pz es continua, se sigue que la grá�ca de eB, que es la preimagen

del cerrado R+ bajo la función g, es cerrada. En otras palabras, la correspon-
dencia eB es cerrada.
Nótese que la correspondencia B es constante en P, en efecto, para todo

p 2 P, B (p) =
T

r2Sk
Br \ B2. Adicionalmente, la preimagen inferior de un

conjunto A � RA+1 bajo la correspondencia B es, por de�nición,el conjunto

B
l
(A) =

�
p 2 P j B (p) \A 6= ?

	
, por lo tanto,B

l
(A) =

(
p 2 P j

T
r2Sk

Br \B2 \A 6= ?
)
.

Sea F un subconjunto cerrado de RA+1, entonces se sigue de lo anterior que
B
l
(F ) = P o B

l
(F ) = ?, en cualquier caso Bl (F ) es cerrado en P. Por el

lema 14.4 de Aliprantis y Border (1994) se concluye que la correspondencia B es
hemicontinua superior y es claro que ésta es de valores compactos. Finalmente,
por el teorema 14.24 de Aliprantis y Border (1994) se concluye que Bkn = B\ eB
es hemicontinua superior.
Bkn también es hemicontinua inferior, la demostración es idéntica a la que

aparece en Carvajal y Riascos (2006), haciendo algunos cambios menores, por
lo cual no considero relevante reproducirla aquí.
Aplicando el teorema del máximo a la correspondencia Bkn y a la función

continua vk (z0; z) = uk (z0) +
R
uk (w1 + rz) d�

k (p), se deduce que la corre-
spondencia de demanda individual acotada, Zkn : P� RA+1, de�nida como:
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Zkn (p) = arg m�ax
z2Bk

n(p)
uk (z0) +

Z
uk
�
wk + rz

�
d�k (p) ;

es hemicontinua superior y de valores no vacíos y compactos. Además, es-
ta correspondencia tiene valores convexos, como se demuestra en seguida. En
efecto, la función uk es monótona y cóncava, a su vez, hr (z) = wk1 + rz es
lineal en z, luego la función compuesta uk � hr es cóncava, y como vk (z0; z) =
uk (z0) +

R
uk (w1 + rz) d�

k (p) es la suma de funciones cóncavas, entonces ésta
también lo es y, por lo tanto, es cuasicóncava.
Sean z1 2 Zkn (p) y z2 2 Zkn (p) , de lo anterior se sigue que para � 2 [0; 1]:

uk
�
�z10 + (1� �) z20

�
+

Z
uk
�
wk + r

�
�z1 + (1� �) z2

��
d�k (p)

� uk
�
z10
�
+

Z
uk
�
wk + rz1

�
d�k (p)

= uk
�
z10
�
+

Z
uk
�
wk + rz2

�
d�k (p)

Por lo tanto, �z1 + (1� �) z2 2 Zkn (p).

SeaNn =

"
0; (n+ 1)

IX
k=1

wk0

#
�[�In; In]A. Se de�ne ahora,� : P�Nn� P�Nn

por medio de:

� (p; z) =

 
argm�ax

p2P
p0

 
z0 �

IX
k=1

wk0

!
+ pz

!
�
 

IX
k=1

Zkn (p)

!
La correspondencia� se puede representar como el producto�z��p, donde

�z : Nn� P y �p: P� Nn se de�nen como:

�z (z) = argm�ax
p2P

p0

 
z0 �

IX
k=1

wk0

!
+ pz y �p (p) =

IX
k=1

Zkn (p)

Dado que P es compacto y la función bg (p; z) = p0

 
z0 �

IX
k=1

wk0

!
� pz es

continua, el teorema del máximo implica que �z es hemicontinua superior y
de valores no vacíos y compactos. Por su parte �p es la suma �nita de corre-
spondencias hemicontinuas superiores de valores compactos y entonces, por el
teorema 14.31 de Aliprantis y Border (1994), es hemicontinua superior y de val-
ores compactos. Como el producto de correspondencias hemicontinuas de valores
compactos es igualmente hemicontinua superior y de valores compactos, según
el teorema 14.27 de Aliprantis y Border (1994), se sigue que � es hemicontinua
superior y de valores no vacíos y compactos.
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Además, para todo (p; z) 2 P�Nn, � (p; z) es convexo. En efecto, para

z 2 Nn �jo, la función bgz (p) = p0

 
z0 �

IX
k=1

wk0

!
� pz es cóncava en p, de lo

cual se sigue que el conjunto �z (z) es convexo, por un argumento similar al que
se utilizó para demostrar la convexidad del conjunto Zkn (p). Como la suma y el
producto de convexos son convexos se concluye � (p; z) es convexo.
Dado que � satisface la hipótesis del teorema de punto �jo de Kakutani,

entonces existe (pn; zn) 2 � (pn; zn).

Nótese que, como zn 2
IX
k=1

Zkn (pn), zn =
IX
k=1

zkn, para z
k
n =

�
zkn;0; z

k
n

�
2

Bkn (pn), entonces, por la monotonicidad de las preferencias, pn;0

 
zn;0 �

IX
k=1

wk0

!
+

pnzn = 0.

Ahora bien, como pn 2 argm�ax
p2P

p0

 
zn;0 �

IX
k=1

wk0

!
+pzn, se sigue que zn;0�

IX
k=1

wk0 � 0 y zn � 0. Además, como pn > 0, si zn;a < 0 para algún a 2 A,

entonces pn;a = 0, de lo contrario pn;0

 
zn;0 �

IX
k=1

wk0

!
+ pnzn < 0. Sea ea 2

RA de�nido así: eai = 0, si i 6= a y eai = 1, si i = a, entonces vk (z0; z) <
vk (z0; z + �e

a) para todo � > 0 porque, por hipótesis, intKk es no vacío, luego
existe al menos un r 2 Sk tal que ra > 0. Ahora supóngase que zkn;a < n ,
entonces existe un � > 0 su�cientemente pequeño tal que

�
zkn;0; z

k
n + �e

a
�
2

Bkn (pn) pero esto no es posible porque
�
zkn;0; z

k
n

�
2 Zkn (pn), luego zkn;a = n,

para todo k 2 I y entonces zn;a = In > 0 lo cual implica, por contradicción,
que zn = 0.
De manera similar, si pn;0 = 0, para todo zkn 2 Zkn (p), zk0 = (n+ 1)wk0 ,

entonces zn;0 �
IX
k=1

wk0 = n
IX
k=1

wk0 > 0, porque se asume que wk0 > 0, lo cual

contradice un resultado anterior. Esto implica que pn;0 > 0 y, por lo tanto, que

zn;0 �
IX
k=1

wk0 = 0 , dado que pn;0

 
zn;0 �

IX
k=1

wk0

!
+ pnzn = 0 y zn = 0.

De lo anterior se sigue que 1
pn;0

pnz
k
n =

1
pn;0

pn

0@�X
j 6=k

zjn

1A es acotado en n,

porque 1
pn;0

pnz
k
n = w

k
0 � zkn;0 y zkn;0 � 0, por lo cual �

X
j 6=k

wj0 � 1
pn;0

pnz
k
n � wk0 ,

entonces zkn;0 = w
k
0� 1

pn;0
pnz

k
n y, en consecuencia, la sucesión es

�
zkn;0

�
es acotada.

Ahora se debe mostrar que zkn también es acotado. Supóngase entonces que
existe un j 2 I tal que la sucesión

�
zjn
�
es no acotada. Es claro que zjn 2 Xj =
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�
z 2 RA : 8r 2 Sj ; rz + w � 0

	
para todo n y además, por el Lema 1 existe un

vj 2 RA+ tal que Xj + vj � Kj+, por lo tanto, la sucesión formada por todos losbzjn = zjn + vj está contenida en Kj+ y es no acotada. De manera similar, existe
un vk 2 Rm+ para todo k 2 I tal que bzkn = zkn + vk 2 Kk+, para todo n.
Por hipótesis,

T
k2I

intKk es no vacío y, por la observación 3 (apéndice), es

claro que Kk+ �
� T
k2I

intKk

�+
, para todo k 2 I, además, por el teorema 6.5

de Rockafellar (1970),
T
k2I
intKk = int

T
k2I

Kk. Así, la proposición 1 implica que,

para todo p 2 int
� T
k2I

Kk

�++
=
T
k2I

intKk y para todo z 2
� T
k2I

intKk

�+
distinto de cero, pz > 0. Ahora bien, sea bp 2 T

k2I
intKk entonces, como bzkn

2
� T
k2I

intKk

�+
para todo n y todo k 2 I, en particular bzjn 2 � T

k2I
intKk

�+
,

entonces bpbzjn !1 y bp P
k2I

bzkn !1. Se sigue que bp P
k2I

bzkn = bp P
k2I

zkn+bp P
k2I

vk !

1, por lo tanto bp P
k2I

zkn ! 1, lo cual es imposible porque, como se demostró

anteriormente,
P
k2I

zkn = zn = 0. En conclusión, la sucesión
�
zkn
�
es acotada para

todo k 2 I.
Lo anterior implica que existe un M acotado tal que zkn=

�
zkn;0; z

k
n

�
2 M

para todo n y todo k 2 I, y como la sucesión de conjuntos (intNn) es cre-
ciente y no acotada, es claro que existe un L 2 N tal que M � intNl para
todo l � L, por lo tanto, para todo l � L la sucesión

�
zkn
�
está contenida en

intNl. Ahora se demostrará, aplicando la proposición 1 de Hart (1974), queD
zL;

pL
pL;0

E
es un equilibrio para la economía no acotada. Primero, recuérdese

que pL;0 > 0, zkL;0 = w
k
0 � pL

pL;0
zkL y

P
k2I

zkL = 0, además si bpL = pL
pL;0

, entonces

ZkL (p) = arg m�ax
z2Bk

L(p)
uk (z0) +

R
uk
�
wk1 + rz

�
d�k (p) = arg m�ax

z2Bk
L(p)

V k (bpL; z).
Ahora supóngase que zjL =2 Zj (bpL) para algún j 2 I, entonces existe un
z� 2 Zj (bpL) tal que V j (bpL; z�) > V j �bpL; zjL�, como V j es una función cóncava
en su segundo argumento y zkL 2intNL, entonces existe un � 2 (0; 1) su�ciente-
mente cercano a 1 tal que, para z� = �zjL + (1� �) z� y z�L;0 = wk0 � bpLz� se
cumple que V j

�bpL; z�� > V j �bpL; zjL� y �z�L;0; z�� 2 Bjn (p), lo cual es imposi-
ble porque zjn 2 Zjn (p). En conclusión, zkL 2 Zk (bpL) para todo k 2 I, luego
hzL; bpLi es un equilibrio para la economía no acotada.
8. Conclusiones

Los principales resultados de este artículo pretenden enfatizar la importancia
de un aspecto del modelo de intercambio de activos que no ha sido considerado
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con su�ciente detalle en la literatura. Considerar explícitamente el valor que
los individuos otorgan al consumo en el primer periodo, introduce diferencias
cruciales en el modelo que modi�can las condiciones bajo las cuales existe el equi-
librio en la economía. Incluso en los casos en que estas condiciones coinciden,
dado un conjunto de supustos adicionales, la aplicación para el caso que aquí
nos concierne no es trivial y exige modi�car las pruebas sustancialmente,como
se destacó en las secciones 6 y 7. Más aún, el ejemplo propuesto en la sección 5,
debilita la contundencia de resultados previos altamente difundidos en la liter-
atura sobre mercados �nancieros, en particular, de la condición de expectativas
traslapadas y sus equivalentes, al señalar detalladamente las implicaciones para
el modelo de incluir la modi�cación propuesta para incorporar la utilidad ini-
cial. Cuando menos, este ejemplo cumple la función de hacer explícitos otros
supuestos sin los cuales no existe el equilibrio en el mercado de activos.
En lo que respecta a la demostración de la existencia del equilibrio, aunque

parte de condiciones más debiles que la de Carvajal y Riascos (2006), es pre-
sumible que algunas de éstas se pueden relajar aún más. En particular, el
supuesto de que las expectativas de los agentes no dependen de los precios de
los activos es demasiado fuerte y, a decir verdad, poco realista. Esta es, sin duda
alguna, una vía de investigación en la que aún se puede seguir desarrollando el
presente trabajo. En los modelos de Hart (1974) y Green (1973) se proponen
condiciones más debiles que podrían resultar adecuadas para la economía an-
teriormente propuesta. Intuitivamente, la existencia del equilibrio no depende
únicamente de qué tan similares sean entre sí las expectativas de los agentes,
como lo muestra el ejemplo expuesto en la sección 5, sino también de que éstas
no se modi�quen drásticamente cuando los individuos observan cambios en los
precios. Los dos modelos señalados sugieren que la existencia de vectores de
retornos a los que todos los agentes les asignan probabilidades positivas, sin im-
portar cuáles sean los precios de los activos, facilita o incluso garantiza que se dé
el equilibrio. Es bastate plausible que una condición semejante, más débil que
la que se asume en la demostración del teorema 2, se aplique a esta economía.
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9. Apéndice

En este apéndice se incluyen las de�niciones de algunos conceptos funda-
mentales del análisis convexo que fueron utilizados en el artículo. También se
enuncian sin demostración ciertas propiedades elementales de dichos conceptos
que se deducen directamente de las de�niciones o que fueron tomadas directa-
mente de Rockafellar(1970). Finalmente, se formula la prueba de la proposición
1, que se usó para demostrar los principales resultados del artículo.
Un subconjunto de RA es un cono convexo si es cerrado bajo la suma y bajo

la multiplicación por un escalar positivo.
Si es S un subconjunto arbitrario de RA, el cono convexo generado por S

se denota coS y es el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales no
negativas de los elementos de S. Nótese que coS es la unión del menor (bajo la
contenencia) cono convexo que contiene a S y el conjunto f0g � RA. En general,
un cono convexo no necesariamente incluye al origen.

De�nición 7 Sea K un cono convexo no vacío en RA, el polar de K es el
conjunto K+ =

�
x 2 RA : 8k 2 K; kx � 0

	
, donde kx denota el producto punto

de estos dos vectores.16

Se sigue inmediatamente de la de�nición queK+ es un cono convexo cerrado.
Además se puede veri�car fácilmente que K++, el polar de K+, es igual a clK,
la clausura de K.

Observación 3 Sea K1 y K2 dos conos convexos, K
+
1 y K+

2 sus respectivos
conos polares. Si K1 � K2 entonces K

+
2 � K+

1 .

Observación 4 Si K = coS entonces K+ =
�
x 2 RA : 8s 2 S; sx � 0

	
Otra noción importante del análisis convexo es la de dirección de recesión. Si

C es un conjunto convexo no vacío en RA y e 2 RA, entonces e es una dirección
de recesión de C si y solo si x + �e 2 C, para todo � > 0 y todo x 2 C. El
conjunto de todas las direcciones de recesión de un conjunto convexo no vacío
C, se denomina cono de recesión de C y se denota 0+C.

Proposición 7 Sea C un conjunto no vacío cerrado y convexo en RA y e 2 RA.
Si existe un x 2 C tal que x + �e 2 C, para todo � > 0 entonces z + �e 2 C,
para todo � > 0 y todo z 2 C, es decir, e 2 0+C.

Demostración Ver el teorema 8.3 de Rockafellar (1970).

Proposición 8 Sea C el conjunto de las soluciones de un sistema arbitrario (no
necesariamente �nito o enumerable) de desigualdades lineales débiles, es decir,

16La de�nición del polar de un cono convexo que se propone aquí di�ere de la de Rockafellar.
En términos de su de�nición, el conjunto K+ es el negativo del polar de K, es decir, el polar
de K multiplicado por el escalar �1. Sin embargo, se siguen cumpliendo para K+ todas las
propiedades atribuidas por Rockafellar al polar, haciendo los cambios respectivos en los signos
y en el sentido de las desigualdades.
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C =
�
x 2 RA : 8j 2 J; rjx � �j

	
, donde J es un conjunto arbitrario de índices,

rj 2 RA y �j 2 R, para todo j 2 J . El cono de recesión de C está determinado
por el correspondiente sistema de desigualdades homogéneas, a saber, 0+C =�
x 2 RA : 8j 2 J; rjx � 0

	
.

Demostración Ver Rockafellar, sección 8, p.62.
Proposición 1 Sea K � RA un cono convexo cerrado y k 2 K+, en-

tonces existe un z 2 K tal que z 6= 0 y kz = 0 si y solo si k 2 @K+, donde
@K+ =clK+nintK+.
Demostración Supóngase que existe un z 2 K tal que z 6= 0 y kz = 0, entonces
existe un n tal que zn 6= 0. Sea bk� de�nido así, bk�i = ki � � , si i = n y zi > 0 ,bk�i = ki+� , si i = n y zi < 0 y bk�i = ki, si i 6= n. Claramente, bk�z = kz��zi < 0,
por lo cual bk� =2 K+, para todo � > 0. Lo anterior implica que k =2 intK+ , es
decir, k 2 @K+.
Para probar la otra dirección, supóngase ahora que k 2 @K+ y que para

todo z 2 K, si z 6= 0 entonces zk > 0. Entonces, como k =2 intK+, para todo
n 2 N, con n � 1, existe un bkn 2 B 1

n
(k) =

�
x 2 RA : kx� kk < 1

n

	
, tal quebkn =2 K+, donde k�k denota la norma euclidiana en RA. Como bkn =2 K+, existe

un zn 2 K tal que bknzn < 0, más aún, para todo � > 0, bkn (�zn) < 0, por
lo tanto zn puede escogerse de tal forma que " � kznk � " + 1, donde " es un
número positivo arbitrario. Es claro que bkn ! k y, por construcción, la sucesión
(zn) está contenida en un compacto (cerrado y acotado), por lo cual tiene una
subsucesión convergente (zni), tal que zni ! z para algún z 2 K, dado que K
es cerrado. De lo anterior se sigue que bknizni ! kz, lo cual es imposible porque
zk > 0 y bknizni < 0 para todo i. En conclusión, si k 2 @K+, existe un z 6= 0 en
K tal que kz = 0.
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